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Allgemeine Relativitatstheorie

Der Grund dieses Kurses ist, das theoretische Minimum zum Verstandnis der allgemeinen
Relativitatstheorie zu vermitteln. Mit diesem Wissen sollte man technisch in der Lage sein, den
nachsten Schritt zu machen, z.B. Kosmologie zu studieren.

» Inhaltsverzeichnis AR

» Grundlagen der Gravitation

» Grundlagen der Tensor-Rechung
» Rechnen mit Tensoren

Voraussetzungen

Dieser Kurs setzt mathematische und physikalische Grundkenntnisse voraus, wie sie z.B. in einem
Ingenieurs-Studium vermittelt werden. Manche Konzepte der allgemeinen Relativitatstheorie sind
ziemlich kompliziert, abstrakt und schwer verstandlich und erfordern einigen mathematischen Aufwand.
Man braucht jedoch keine hohere Mathematik, sondern nur etwas Geduld, um durch die Berechnungen
zu gehen.

Hier werden nicht bloss die Ergebnisse der Theorie aufgefuhrt, sondern wirklich das mathematische
Minimum behandelt, um diese Ergebnisse verstehen zu kénnen.

Quellen und Kurse

Mein Wissen stammt hauptsachlich von den Kursen von Prof. Leonard Susskind, welche unter Youtube
in voller Lange betrachtet werden kdnnen:

[11 Leonard Susskind - General Relativity; Kurs 1; Stanford University; Youtube
www.youtube.com/playlist?list=PLO2EC2EE6A42F70E2

[2] Leonard Susskind - General Relativity; Kurs 2; Herbst 2012; Stanford University; Youtube
www.youtube.com/playlist?list=PLpGHT1n4-mAvcXwzOIlz3dHnGZaQP1LEib

[3] Leonard Susskind - Special Relativity; Stanford University; Youtube
www.youtube.com/playlist?list=PLBBF200ED31074808

[4] Leonard Susskind - Cosmology; Stanford University; Youtube
www.youtube.com/playlist?list=PL501F0D503005FF0B
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AR: Grundlagen der Gravitation

In der klassischen Physik wird die Gravitation durch eine Feldtheorie beschrieben. Seit der
allgemeinen Relativitatstheorie wird die Gravitation durch die Krimmung der vierdimensionalen
Raumzeit beschrieben. Die raumlichen und zeitlichen Koordinaten werden als gleichberechtigt
betrachtet, alle Anderungen werden nunmehr als geometrisches Problem behandelt.

Die Gravitation bewirkt die gegenseitige Anziehung von Massen und allen anderen Energieformen
aufgrund der Aquivalenz von Masse und Energie. Die Reichweite der Gravitation ist unbegrenzt und
sie 1asst sich nicht abschirmen. Daher bestimmt sie die grossraumige Verteilung der Masse im
Universum.

Auf den folgenden Seiten werden die verschiedenen Interpretationen der Gravitation mit einander
verglichen und einige Berechnungen damit angestellt.

* Wirkung dunkler Energie » Gravitationsfeld eines Planeten
* Nabla-Operator ~ Aquivalenzprinzip
» Gravitationsfeld nach Newton » Lichtkrimmung
» Gauss-Gesetz der Gravitation ~ Gezeitenkrafte
» Divergenzsatz » Euklidische Geometrie
»~ Divergenz des Gravitationsfeldes im
Vakuum
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Wirkung dunkler Energie

Das Universum dehnt sich nach neuesten Erkenntnissen exponentiell aus. Exponentielle Expansion
bedeutet, beschleunigte Ausdehnung. Das Universum wird also nicht nur gleichmassig immer
grésser und grésser, sondern die Geschwindigkeit, mit der das Universum grésser wird, nimmt
exponentiell zu. Diese Expansion scheint im Widerspruch zu jeder Gravitationstheorie zu stehen.

Wie kénnte man diese Expansion erklaren?

Man kdnnte sich eine abstossende Kraft vorstellen. Diese Kraft misste allerding sehr, sehr klein
sein, denn sonst wirden Planeten nicht um ihre Sonnen kreisen und Galaxien wirden auseinander
brechen. Erst in Abstanden, die der Grdsse des Universums gleich sind, dirfte sich die abstossende
Kraft bemerkbar machen.

Eine solche Kraft bringt man mit der sog. kosmologischen Konstanten A (Lambda) in Verbindung,
welche Einstein friher in seine Feldgleichungen einflhrte, um ein damals vermeintlich
angenommenes statisches Universum zu erklaren. Der Ursprung einer solchen Kraft ist die Dunkle
Energie.

Diese abstossende Kraft durfte zudem nicht wie die Gravitation proportional zu 1/7'2 sein, denn
sonst ware sie auf grosse Entfernungen immer kleiner und héatte gar keine Wirkung mehr, wenn sie
schon in einem Sonnensystem keinen Einfluss haben soll. Vielmehr misste diese Kraft mit dem
Abstand r zunehmen.

Modell: Zwei Teilchen mit Feder

Wie wirde sich eine solche Kraft, die mit dem Abstand zunimmt, auf die Gravitation auswirken? Dies
kann man am Modell zweier Teilchen untersuchen, die mit einer Feder verbunden sind.

Die Federkraft nimmt linear mit dem Abstand zwischen den Teilchen zu:

F=—-k-r
wobei F' = Federkraft
k = Federkonstante
r = Abstand der Teilchen

Das Minuszeichen bedeutet, dass es sich im eine anziehende Kraft handelt, die Kraft wirkt entgegen
der Dehnung der Feder. Wie wlrde sich eine kosmologische Konstante auf dieses Modell
auswirken?

Die kosmologische Konstante wiirde eine Kraft auf das Modell ausliben, die genau von der in (1)
gezeigten Art ist, also proportional zum Abstand der Teilchen, jedoch abstossend, nicht anziehend:
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F=—-k-r+Xxr=—(k-=X)-r

Der Wert fiir A wére sehr klein. Die Wirkung wére also gleich, wie wenn eine etwas schwéchere
Feder mit der Federkonstante (k — A) verwendet wiirde. Die Anziehungskraft der Feder wird also
um A verkleinert.

Nun, dieses Modell ist nicht ganz zu vergleichen mit Planeten, die von der Sonne angezogen
werden, da die Anziehungskraft mit dem Abstand im Quadrat abnimmt und nicht mit dem Abstand
proportional zunimmt.

Wie wirde sich eine solche kosmologische Konstante denn auf Planten und Sternensysteme
auswirken?

Sie wirde die Anziehungskraft ein klein wenig verkleinern, der Gleichgewichts-Abstand der Teilchen
ware ganz wenig grésser und Planeten wirden etwas langsamer um ihre Sonnen kreisen und
Galaxien wéren ein klein wenig grosser usw. Aber die Kraft der kosmologischen Konstante wére so
klein, dass sie die Anziehungskraft in galaktischen Abstédnden nicht Uberschreiten wirde, sodass
Galaxien nicht auseinander brechen.

Big Rip Theorie

Die meisten Physiker betrachten die kosmologische Konstante A als konstant. Es gibt jedoch auch
eine Theorie, in der A(t) eine Funktion der Zeit ist. In der Big Rip Theorie nimmt A mit der Zeit zu.
Dadurch fallt das Universum irgend wann auseinander. Zuerst entfernen sich die Galaxien von
einander, dann brechen die Galaxien auseinander, dann die Sonnensysteme, schliesslich sogar die
Sonnen und Planeten und die Atome.

» Big Rip; Wikipedia (en)

FAQ

Héngt die kosmologische Konstante von der Materie im Universum ab? Wiirde sie auch existieren,
wenn keine Materie im Universum wére?

Susskind: Die kosmologische Konstante ist unabhdngig von Materie. Ohne Materie hatte sie jedoch
nichts, auf das sie wirken kénnte. Die meisten Physiker nehmen heute an, dass die kosmologische
Konstante das ist, was ihr Name aussagt: konstant.

Kénnte A keine Konstante sein?

Susskind: Es wiirde keine sehr grossen physikalischen Prinzipien verletzen, wenn A mit der Zeit
kleiner wiirde. Es wiirde jedoch grosse Prinzipien verletzen, wenn A mit der Zeit immer grésser
werden wirde.
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Wie kann es sein, dass eine so schwache Kraft ein ganzes Universum expandieren 14sst?

Susskind: Die dunkle Energie in diesem Raum ist extrem klein. Ein Kubikmeter enthélt dunkle
Energie in der Gréssenordnung von 1'000 Protonen. Die Anziehungskraft von 1'000 Protonen ist
wirklich vernachlassigbar. Aber wenn man diese Dichte Uber das ganze Universum verteilt, kann die
Auswirkung dramatisch werden. Die Gravitation von Protonen ist anziehend. Die Kraft der dunklen
Energie jedoch abstossend. Dunkle Energie hat also einen Effekt auf das globale Universum, nicht
jedoch auf Solarsysteme, noch nicht einmal auf Galaxien. Der Wert von A ist so klein, dass er erst
einen Einfluss bekommt bei Distanzen wie dem Radius des Universums.

Wenn Leute die dunkle Energie anzapfen wollen um damit die Energiekrise zu I6sen, missen sie mit
der Tatsache leben, dass sie, um die Energie eines Benzintanks zu erhalten, ein Volumen anzapfen
mussten, das etwa der Umlaufbahn des Mondes entspricht. Da gibt es also nur sehr wenig Energie
und nebenbei keinen Weg, diese anzuzapfen.

Besteht dunkle Energie aus Teilchen?

Nein. Dunkle Energie sollte nicht mit Dunkler Materie verwechselt werden, welche aus Teilchen
besteht.
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Nabla-Operator

Um Newtons Theorie der Gravitation zu verstehen, muss ein bestimmter Formalismus verstanden

werden:

Vektoren sind Objekte, die aus mehreren Komponenten zusammen gesetzt sind:
v & (Vgy vy, ;)

Im Beispiel (1) besteht der Vektor v aus drei Komponenten, seinen x, y, und z Koordinaten

(Vgy Uy, V2).

Es gibt aber noch andere vektorédhnliche Objekte, deren Komponenten jedoch nicht Zahlen sind,
sondern Operationen bzw. Funktionen. Der Nabla-Operator V (englisch als Del ausgesprochen) ist
so ein Objekt:

> 0 0 0
vV & —, =, =
(8:1:’ oy’ Bz)
Immer wenn der Nabla-Operator in einer Formel vorkommt bedeutet das, dass etwas differenziert

(abgeleitet) werden muss. Genauer, eine Reihe von partiellen Differentialen.

Wie wird der Differential-Operator 6 angewandt?

Gradient: Nabla-Operator mit Skalarfeld

Anwenden des Nabla-Operators auf ein Skalarfeld ®(z, y, z):

6@(:1:,:9,,2) “

02 0% 0%
O0x’ Oy’ 0z

Der Nabla-Operator macht aus einem Skalar einen Vektor oder aus einem Skalarfeld ein Vektorfeld.
Der Vektor wird als Gradient bezeichnet. Er gibt an, wie stark sich ein Skalarfeld an einer Stelle
andert und zeigt in die Richtung der gréssten Anderung.

Divergenz: Nabla-Operator Skalarprodukt mit Vektor-Feld

Anwenden des Nabla-Operators auf ein Vektorfeld mit der Skalarprodukt Schreibweise. Das
Skalarprodukt (Zeichen -) zweier Vektoren ist folgendermassen definiert:
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W+ U = WyV, + WyVy + W0,

Das Skalarprodukt ist also eine Zahl, eben ein Skalar. Analog sieht das beim Skalarprodukt des
Nabla-Operators mit einem Vektor aus:

Vs o Oy | Ovy , Bv.
Ox Oy 0z

Der Nabla-Operator macht Uiber das Skalarprodukt aus dem Vektor v einen Skalar. Dieser Skalar
wird Divergenz des Vektors genannt. Eine ebenfalls gebrduchliche Schreibweise ist divv. Beim
Nabla-Operator wird der Pfeil oft weggelassen: V - v.

Wenn der Vektor v von der Position abhangig ist: ¥(z, y, z), dann stellt er ein Vektor-Feld dar. Die
zugehorige Divergenz ist entsprechend ein Skalar-Feld. Immer wenn ein Objekt von der Position
abhangig ist, stellt es ein Feld dar.

6 ’ ’B(il:,y, z) e + + = (I)(ma:%z)

Es wird also die Vektor-Komponente v,, welche von den Argumenten x, y, 2 abhangig ist

(v (2, y, 2)) nach  abgeleitet, die Komponente v, (, y, ) nach y und die Komponente
v,(,y, z) nach z und die drei Werte werden addiert. Dies ergibt einen neuen einzelnen Wert
®(z,y, z) fur jede Stelle (z,y, z) im Raum, also ein Skalarfeld.
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Gravitationsfeld nach Newton

Ein Gravitationsfeld ist ein Vektorfeld. Es definiert an jeder Stelle des Raumes einen Vektor, der in
die Richtung zeigt, in der eine Testmasse aufgrund der anderen Massen im Raum beschleunigt wird.
Die Lange des Vektors, also sein Betrag, entspricht der Starke der Beschleunigung und die Richtung
des Vektors zeigt die Richtung der Beschleunigung der Testmasse an.

Das Gravitationsfeld kann aus Newtons Gravitationsgesetz hergeleitet werden:

F_c. m -2M
T
wobei F' = Anziehungskraft zwischen Masse 1 und Masse 2
m = Masse 1, unsere spatere Testmasse
M = Masse 2
G = Gravitationskonstante
r = Abstand zwischen Masse 1 und Masse 2

Um die Beschleunigung g zu erhalten, die unsere Testmasse m spurt, kann die newtonsche Formel
F' = m - a angewandt werden, wobei a = g ist:

m-M
r2 r

F=m-g=G-

Dies ist der Betrag der Beschleunigung zur
Masse M hin, wenn die Testmasse den [ ] ®
Abstand 7 zur Masse M hat. m = M,
. -____-_‘--___i'_'—'—-—-p.
Diese Formel kann in Vektorform gebracht
werden und fur beliebig viele Massen .

erweitert werden: .

Dazu wird zunachst der Beschleunigungs-
Vektor ﬁi berechnet. Er gibt die Beschleunigung der Testmasse m zur Masse M an. Der Abstand
zur Masse M, ist r; und die Richtung der Beschleunigung ist Fi.

- _ o M; T
.gZ f— . _r2 . r'
i 1

(3) entspricht also dem Gravitationsfeld, wenn nur die Masse M, vorhanden ist. Der Ausdruck 7, /7,
ergibt einen Einheitsvektor, der in Richtung M zeigt. Um das totale Gravitationsfeld aufgrund aller

walter.bislins.ch/doku/ar 08.10.2013 17:44



Autor: Walter Bislin 2 von 2

vorhandenen Massen zu erhalten, kénnen alle so berechneten einzelnen Beschleunigungsvektoren
vektoriell addiert werden:

[<3¢

Gravitationsfeld nach Newton

=
.

M.
§(x) = G- Y=

wobei = Gravitationsfeld aufgrund aller Massen
i-te Masse
= Gravitationskonstante

= Vektor von der Testmasse m zur Masse M,

3N Q
RaS
1l

= Léange des Vektors 7;

Der Vektor g ist generell fir jeden Punkte im Raum verschieden. Es handelt sich bei g(x) also um

ein Vektorfeld. x steht fir:

X=zx= (:vl,az2,a:3) = (z,y, 2)

Die Schreibweise z¢ ist eine tibliche Notation far Vektorkomponenten und ist nicht zu verwechseln

mit dem Potenzieren!

Weitere Informationen
» Gravitationsfeld; Wikipedia (de)

» Gravitation field; Wikipedia (en)
> Newton's law of universal gravitation; Wikipedia (en)
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Gauss-Gesetz der Gravitation

Das Gravitationsfeld g(x) um eine einzelne Masse variiert mit der
Position und zeigt immer zum Zentrum der Masse (siehe Bild). Das
hineinzeigen auf einen Punkt nennt man Divergenz des Feldes. Die
Masse ist die Ursache fur die Divergenz des Feldes und die Divergenz
ist proportional zur Masse. An jedem Punkt gibt es eine Divergenz,
welche proportional zur Masse an diesem Punkt ist.

Um dies mathematisch formulieren zu kénnen, wird das Konzept der
Massen-Dichte eingefihrt. Wenn man sich Masse auf sehr viele im Raum verteilte winzig kleine
Masseteilchen vorstellt, bedeutet Massendichte p einfach:

_ Am
P=AV

wobei  p Massendichte

Am
AV

die Masse in einem bestimmten Volumen AV

Volumenelement

Die Massendichte variiert von Ort zu Ort. An einer Stelle ist keine Masse, an einer anderen wenig
wieder an einer anderen viel. Die Massendichte ist also eine Funktion des Ortes x und somit ist p
ein Skalarfeld, ein sog. Dichte-Feld.

Die Beziehung zwischen der Divergenz des Gravitationsfeldes V - g(x) und dem Dichtefeld p(x)

ist wiefolgt:
V- g(x) = —4nGp(x) Gauss-Gesetz der Gravitation
wobei 'V = Nabla-Operator
g = Gravitationsfeld am Punkt x
G = Gravitationskonstante
p = Massendichte am Punkt x

Beachte: Das Gravitationsfeld ist ein Vektorfeld, aber seine Divergenz ist ein Skalarfeld. Das
Skalarprodukt von V mit dem Vektorfeld g erzeugt ein Skalarfeld. Das Gauss-Gesetz ist also eine
Feldgleichung. Es zeigt die Beziehung zwischen zwei Feldern.

Das Gauss-Gesetz der Gravitation sagt physikalisch das Selbe aus wie das Gravitationsfeld nach
Newton. Die Stérke des Gravitationsfeldes ist immer proportional zur Gravitationskonstante G' und
proportional zur Masse, ausgedruck durch p und der Wert ist immer negativ oder Null. Das bedeutet,
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die Divergenz ist eingentlich eine Konvergenz.

Nach dem Gauss-Gesetz muss die Divergenz eines Gravitationsfeldes im Vakuum (p = 0) Null
sein. Den Nachweis fundest du auf der Seite:

» Divergenz des Gravitationsfeldes im Vakuum

Weitere Informationen

» Gauss' law for gravity; Wikipedia (en)
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Divergenzsatz

Der Divergenzsatz oder Satz von Gauss, ist ein Ergebnis aus der Vektoranalysis. Er stellt einen
Zusammenhang her zwischen der Divergenz eines Vektorfeldes g im Volumen V' und dem Fluss
des Feldes durch die Oberflache S des Volumens V.

Der Divergenzsatz folgt als Spezialfall aus dem Satz von Stokes, ”"““\

der wiederum den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung /

verallgemeinert. I.’ 7

Wir gehen von einem Vektorfeld g aus, das eine Divergenz V - g g
hat. Dazu stellen wir uns ein beliebiges geschlossenes Volumen V' x\ @ dSJ
vor, das einen Teil des Feldes einschliesst (siehe Bild). Das - dV

Volumen hat eine Oberflache S. Diese Oberflache kénnen wir uns v

zusammengesetzt aus lauter infinitesimal kleinen
Flachenelementen d.S vorstellen. Jedes dieser Flachenelemente hat einen Einheits-Normalenvektor
n, der nach aussen zeigt.

Der Divergenzsatz sagt nun folgendes aus:

/VV -gdV = ]iﬁ -ndS Satz von Gauss bei einem Gravitationsfeld

wobei g = Gravitationsfeld

V .- g = Divergenz des Feldes

n = Einheits-Normalenvektor auf dem Oberflachenelement d.S

g-n = Feldkomponente in Richtung des Normalenvektors 7.

dV = infinitesimales Volumenelement

|4 = ganzes Volumen

dS = infinitesimales Oberflaichenelement

S = ganze Oberflache

Auf der linken Seite des Gleichheitszeichens ist das Integral der Divergenz V - g, also die Summe
der Divergenz in allen Volumenelementen dV'. Auf der rechten Seite steht ein Flachenintegral. Der
Integrand g - 7 ist ein Skalarprodukt zweier Vektoren, also ein Skalar. 7 ist ein Vektor, der senkrecht
auf einem infinitesimal kleinen Oberflachenelement d.S steht und die Lénge 1 hat. Wenn man den
Feldvektor g, der an dieser Stelle der Oberflache des Volumens steht, skalar mit diesem
Normalenvektor multipliziert, erhdlt man den Anteil des Feldes g, der in Richtung 72 wirkt. Die Anteile
von g, die nicht in Richtung 7 zeigen, haben keinen Einfluss auf das was im Volumen passiert. Alle
diese senkrechten Anteile 72 - g werden nun aufsummiert (iber die ganze Oberflache. Man nennt dies
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den Fluss (englisch flux) der Gravitation oder Gravitationsfluss durch die Oberflache.

Der Satz von Gauss sagt also aus, dass die totale Divergenz des Gravitationsfeldes in einem
beliebigen Volumen gleich dem Fluss dieses Feldes durch die Oberflache dieses Volumens ist.

Wenn man einen Vergleich mit Wasser zieht, so bedeutet der Satz von Gauss einfach, dass die
Menge des Wassers, das durch unsichtbare Zuleitungen in das Volumen gepumpt wird, gleich der
Menge des Wassers ist, das durch die Oberflache dieses Volumens fliesst. Das Volumen soll dabei
gleich bleiben.

Es ist bemerkenswert, dass ein Gravitationsfeld in dieser Hinsicht offenbar gleich beschrieben
werden kann, wie eine nicht komprimierbare Flussigkeit.

Weitere Informationen

» Divergence theorem; Wikipedia (en)
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Divergenz des Gravitationsfeldes im Vakuum

Nach dem Gauss-Gesetz der Gravitation muss die Divergenz eines Gravitationsfeldes im leeren
Raum Null sein, wenn dort die Massedichte p Null ist.

V.-g=—4nGp Gauss-Gesetz der Gravitation

wobei V= Nabla-Operator

Gravitationsfeld

Gravitationskonstante

v Q @l
1l

Massendichte an jedem Punkt
Dass die Divergenz des Gravitationsfeldes an jedem beliebigen Punkt ausserhalb einer Masse

gleich Null sein soll, ist nicht sofort ersichtlich. Daher berechne ich hier die Divergenz im Abstand r
zu einem Planeten mit der Masse M. Das entsprechende Gravitationsfeld nach Newton ist:

MG 7 MG

j— 2L 25

r2 p 73
Ich lege den Ursprung des Koordinatensystems ins Zentrum des Planeten, sodass gilt:
r = (z,y,2) und \F\zrzmz(w2+y2+z2)l/2
Zur Vereinfachung der Formeln definiere ich noch:
g=z"+y° +2° = r:q1/2
K =-MG
Damit erhalten wir fur die einzelnen Komponenten des Gravitationsfeldes:
9. =Kq*z g,=Kq*’ g.=Kqg*2

Jetzt berechnen wir damit die Divergenz:

8g, O 0q,
9+9y+9

V9= 5 Ty e
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Da die Komponenten sich sehr ahnlich sind, reicht es eine Komponente zu differenzieren, die
anderen kénnen dann entsprechend hingeschrieben werden. Ich fihre die Differenzierung hier an
der Komponente g, durch. Dabei dividiere ich zunachst beide Seite durch K, damit es
Ubersichlicher zugeht:

Anwendung der Produktregel ergibt:

1 9g, _ 0 —-3/2 0 -3/2
K Oz _{Ba:w}q e oz

1 Og. 3 31— Oq . Oq

— — {1 /2 _2,0-1-3/2)| 22 — =2
K Oz {1} q +az{{ 21 z it Ox v
1 9g, —-3/2 3 (-1-3/2)

— — _2 9

Kor ! 974 v

Nach dem Zusammenfassen und multiplizieren beider Seiten mit K erhalten wir:

99, _ Kq—3/2 _ 3Kq_3/2q_1m2
Oz
0gy
99y _ Kq—s/z - 3Kq_3/2q_1y2
Oy
% — Kq—3/2 _ 3Kq_3/2q_1z2
0z

Die y- und z-Komponenten sind analog und habe ich einfach darunter geschrieben. Jetzt miissen wir
diese Komponenten nur noch addieren, um die Divergenz zu erhalten:

V.-g=3Kq3?%— 3Kq_3/2q_1(a:2 + 9 + 2%)
(:1c2 + y2 + z2) ist nach (4) gerade q1 und es lasst sich mit q_1 kirzen. Somit bleibt:
V.-§=3Kq*—3Kq%*=0

Die Divergenz eines Gravitationsfeldes im leeren Raum ist also tatsachlich Null. Da sich
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Gravitationsfelder von mehreren Massen einfach tUberlagern lassen, gilt dies auch, wenn beliebig
viele Massen vorhanden sind!
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Gravitationsfeld eines Planeten

Mit Hilfe des Satz von Gauss und dem Gauss-Gesetz der Gravitation Iasst sich das Gravitationsfeld
ausserhalb und innerhalb eines Planeten berechnen.

Gravitationsfeld ausserhalb eines Planeten

Ein Planet ist ein rotationssymetrisches Gebilde und daher besonders einfach zu berechnen. Zur
Vereinfachung kann man sich die Masse im Inneren des Planeten als gleichméassig (homogen)
verteilt vorstellen. Dies spielt jedoch nur bei der Berechnung des Gravitationsfeldes innerhalb des
Planeten eine Rolle.

Zur Berechnung des Gravitationsfeldes g im Abstand 7 vom Zentrum des Planeten kann man den
Satz von Gauss und das Gauss-Gesetz verwenden. Der Satz von Gauss stellt einen
Zusammenhang her zwischen der Divergenz V - g des Feldes g im Volumen V' (7) und dem Fluss
des Feldes durch die Oberflache S (7). Das Gauss-Gesetz liefert uns den Zusammenhang zwischen
Divergenz und Massendichte p des Planeten. Aus diesen beiden Zusammenhéangen Iasst sich der
Gravitationsfluss in Abhangigkeit der Massendichte bzw. der Masse des Planeten berechnen. Bei
einem kugelférmigen Volumen, dessen Zentrum im Zentrum des Planeten liegt, ist der Fluss g - 1
gerade die gesuchte Starke g(7) des Gravitationsfeldes im Abstand 7 zum Planetenzentrum.

/V-ﬁdV:?{@ﬁdS Satz von Gauss
v S

V.g=—14nGp Gauss-Gesetz

Zur Berechnung der linken Seite von (1): Das Gauss-Gesetz (2) liefert einen Ausdruck fiir V - g. Das
kann in (1) links eingesetzt werden, wobei die Konstanten vor das Integral gesetzt werden konnen:

/V-ﬁdV:/—47erdV:—47rG/pdV
14 14 14

Das Integral der Massendichte p Uber das ganze Volumen der
Kugel mit Radius 7 ergibt gerade die Masse M des Planeten,
solange r grosser als der Radius R des Planeten ist:

/pdV:M r>R
v

Dies in (3) eingesetzt erhalt man fir die linke Seite des Satzes von Gauss:
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/V-ﬁdV=—47rGM
14

Auf der rechten Seite des Satzes von Gauss (1) steht im Integral der Ausdruck g - 7. Dies ist die
Normal-Komponente g,, des Vektors g, also die Komponente, die senkrecht zur Oberflache der
Kugel mit Radius 7 wirkt. Der Vektor g zeigt immer zum Zentrum des Planeten hin, andert also von
Ort zu Ort seine Richtung. Die Lange g,, des Vektors ist aber dank der Kugelsymmetrie und der
isotropen Massenverteilung innerhalb der Kugel bei einem bestimmten Abstand r» immer gleich, also
konstant, und kann daher vor das Integral gesetzt werden. Die rechte Seite von (1) wird somit:

fﬁ-ﬁdSzgn?{dS mit g-n =g, = const
S S
Das verbleibende Integral ist nichts anderes als die Oberflache der Kugel mit Radius 7:
de = 47r? Kugeloberflache
S

Die rechte Seite des Satzes von Gauss ist somit:
?{ﬁ-’ﬁds = gpdnr?
S

Zusammenfassung: Wir haben nun die linke und rechte Seite des Satzes von Gauss berechnet:

/V GAV —— 4nGM Satz von Gauss
e linke Seite

?{5 7 dS = g, dmr Satz von Gauss
s " rechte Seite

Nach dem Gleichsetzen der linken und rechten Seite erhalt man:
— 47GM = g 4nr? = gndmr? = —4nGM

Kirzen mit 47 und Lésen nach g, ergibt:
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Dies ist nichts anderes als die Newton Formel flir die Gravitation! Das Minus-Zeichen bedeutet, dass
das Gravitationsfeld zum Planeten hin zeigt, nicht von ihm weg.

Diese Herleitung von Newtons Gesetz der Gravitation zeigt, dass es keine Rolle spielt, ob die Masse
des Planeten auf den ganzen Planet verteilt ist oder in einem einzigen Punkt im Zentrum konzentriert
ist. Das Integral der Massendichte tber das Volumen mit Radius 7 (4) istimmer das selbe, solange
r > Rist.

Gravitationsfeld innerhalb eines Planeten

Das Gravitationsfeld innerhalb eines Planeten kann genau gleich wie oben berechnet werden. Es
muss nur beachtet werden, dass das Volumenintegral Uber die Massendichte (4) nicht mehr die
Masse des ganzen Planeten ergibt, sondern nur noch die Masse der Kugel mit Radius 7 < Rpj, ;-
Zur Vereinfachung der Berechnung wird die Massendichte p innerhalb des Planeten als
gleichmassig (homogen) verteilt angenommen.

Satz von Gauss Gauss-Gesetz
/v-ng=]{§-ﬁds V.G = 4nGp
174 S

Berechnen wir zunachst wieder die linke Seite des Satzes von Gauss, indem wir das Gauss-Gesetz
einsetzen. Da die Massedichte p als konstant angenommen wird, kann p vor das Integral gesetzt
werden:

/v-gdvz/—47rapdvz—47rap/dv
Vv Vv Vv

Diesmal kann nicht einfach fp dV = M gesetzt werden, da in
der Kugel mit Radius 7 nicht mehr die ganze Planetenmasse M
enthalten ist.

Das Integral oben rechts stellt das Volumen der Kugel mit Radius
T dar:

4
/dV =—7 Kugelvolumen
v 3

In (11) eingesetzt erhalten wir:
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/VV - gdV =—4nGp [(4/3)mr]

FUr die rechte Seite des Satzes von Gauss gelten die selben Aussagen wie beim Gravitationsfeld
ausserhalb des Planeten. Wir erhalten daher wieder die selbe Formel wie unter (8):

?{ﬁ-’ﬁds = gpdmr?
S

Setzen wir die beiden rechten Seiten von (13) und (14) in den Satz von Gauss ein, so erhalten wir:
— 47Gp(4/3)7r® = g 4mr? = gndmr? = —4wr’Gp(4/3)mr

Kiirzen mit 4772 und Lésen nach gn, ergibt:
gn = —Gp(4/3)7r

Die Massedichte p kann noch durch die Masse M ausgedriickt werden (Massedichte = Masse /
Volumen des Planeten). Dabei ist R der Radius des Planeten:

B Masse B M
~ Volumen  (4/3)7R3

P

Und in (16) eingesetzt:

GM(4/3)nr  GM(4/3)m
~ (4/3)7R®  (4/3)nR?

n —

GM
R3

gn — — r

Das Gravitationsfeld innerhalb des Planeten nimmt somit linear mit r zu!

Interessant ist, dass die Masse ausserhalb der Kugel mit Radius 7 in (15) nirgends vorkommt und
somit keinerlei Beitrag zur Gravitation liefert. Dies bedeutet, dass innerhalb einer Hohlkugel keinerlei
Gravitation herrscht!

Vergleich
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1
(10) g(r)=-GM >
GM

(18) g(r) = — g "
wobei  g(r) =
r =
G =
M =
R =

5von5

Gravitation ausserhalb des Planeten (r > R)

Gravitation innerhalb des Planeten (7 < R)

Starke des Gravitationsfeldes als Funktion von r
Abstand vom Zentrum des Planeten
Gravitationskonstante

Masse des Planeten

Radius des Planeten

Innerhalb des Planeten nimmt die Gravitation linear zu, ausserhalb nimmt sie mit dem Abstand im

Quadrat ab! Wenn 7 = R ist, werden die beiden Formeln identisch!
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Aquivalenzprinzip

Das Aquivalenzprinzip sagt: Beschleunigung und Gravitation ist das Selbe. Um dies zu studieren,
eignet sich das Modell eines beschleunigten Liftes sehr gut.

N Wir sind der aussen stehende Beobachter im
-nan 0 § blauen Koordinatensystem. Der Lift befindet
>"J—O *  sich in einem gravitationsfreien Raum und wird
horizontal entlang der X-Achse beschleunigt.

Die Zeit-Achse zeigt nach oben. Der Lift wird mit
der Rate g konstant beschleunigt.

Die Person im Lift halt einen roten Gegenstand. Was passiert, wenn die Person den Gegenstand
loslasst? Nehmen wir an, der Lift befand sich zu diesem Zeitpunkt gerade im Stillstand.

Von uns aus betrachtet bleibt der rote Gegenstand an der aktuellen Position stehen, wéahrend sich
der Lift nach rechts beschleunigt entfernt. Von der Person im Lift aus gesehen muss sich der
Gegenstand also beschleunigt nach links (fiir die Person nach unten) bewegen und zwar genau mit
der Beschleunigung g.

Die Person im Lift wiirde also sagen, im Lift herrscht ein Gravitationsfeld. Jeder Gegenstand, den die
Person loslasst, fallt mit der Beschleunigung g zu Boden. Auch die Person selbst wird diese
Beschleunigung als ihr Gewicht spilren.

Dies sieht nach Gravitation aus, dies fihlt sich wie Gravitation an, dies IST Gravitation!
Gravitation ist das Selbe wie Beschleunigung!

Alle physikalischen Effekte in einem beschleunigten Lift im gravitationsfreien Raum sind absolut
identisch mit den Effekten in einem stillstehenden Lift in einem Gravitationsfeld! Diese Aussage hat
Albert Einstein zum ersten Mal gemacht.

Gleichférmig bewegtes Bezugssystem

Bevor wir gleichférmig beschleunigte tk
Bezugssysteme studieren, betrachten wir zum / /
Vergleich die Situation beim gleichférmig vt J| 2/ / / /

bewegten, unbeschleunigten Bezugssystem. L[

Die X-Achse zeigt im Bild nach rechts, die ' /
Zeit-Achse nach oben. Blau ist das / / .f'l
Bezugssystem des ruhenden Beobachters, rot / /

das bewegte System eingezeichnet. Der rote

Kreis ist ein beliebiger Punkt in Raum und Zeit,
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der sich im blauen System nicht bewegt. Im Folgenden wird die Beziehung zwischen den beiden
Systemen Blau und Rot untersucht.

Wenn die Geschwindigkeit v zwischen den beiden Systemen viel kleiner als die Lichtgeschwindigeit
c ist, laufen die Uhren in beiden Systemen naherungsweise gleich schnell. Es gilt: t' = ¢. Aus der
Grafik lasst sich folgende Beziehung ablesen (vergleiche auch mit (5)):

¥ =x—vt t =t

wobei = Koordinaten im ruhenden System
t = Zeitim ruhenden System
x' = Koordinaten im bewegten System
t' = Zeitim bewegten System
v = Geschwindigkeit des bewegten Systems gegeniiber dem ruhenden System

Dies ist die Koordinatentransformation zwischen den beiden Systemen. Daraus lasst sich die
Beziehung von Geschwindigkeit und Beschleunigung zwischen den Systemen ableiten.

Wenn im ruhenden System (blau) ein Gegenstand still steht, ist seine X-Koordinate konstant:
x = const. Gesucht ist die Geschwindigkeit ' des Gegenstandes im bewegten System (rot). Diese
erhalt man, indem man ' in (1) nach der Zeit ableitet:

i’za[m—vt]z—v ‘aczconst

Dieses Resultat leuchtet ein. Wenn ein Gegenstand bezlglich des ruhenden Systems still steht,
dann sieht ein bewegter Beobachter dieses Objekt mit der Geschwindigkeit —v an ihm vorbei
ziehen.

Was lasst sich tber die Beschleunigung des Gegenstandes bezlglich des bewegten Systems
sagen? Diese erhalt man durch nochmaliges Ableiten der Geschwindigkeit ' nach der Zeit:

T =—[-v]=0 ‘v:const

Ein unbeschleunigtes Objekt sieht folglich von beiden Systemen aus unbeschleunigt aus. Es gilt
generell:

Unbeschleunigte, also ruhende oder gleichférmig bewegte Objekte, sind in jedem beliebigen
gleichférmig bewegten Bezugssystem unbeschleunigt!
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Gleichférmig beschleunigtes Koordinatensystem

In diesem Abschnitt wird die Beziehung ta i : : /
bl 3 3 /
- g t"’ . B s

gleichmassig beschleunigten System (rot) 2 b /

zwischen einem ruhenden (blau) und einem

""H!F
o

untersucht. Punkte, die im beschleunigten

System ruhen, zeichnen im ruhenden System / _}_f /
Parabeln (rote Linien). ff / /

Die Bewegungsgleichung fur einen | f . . .
beschleunigten Punkt ist:

1 2
——gt

Die Koordinatentransformation vom ruhenden zum beschleunigten System ist wiefolgt (vergleiche
auch mit (1)):

1
! 2 '
T =x—=gt t =t
5 g
wobei = Koordinaten im ruhenden System

Zeit im ruhenden System

/

= Koordinaten im bewegten System
t' = Zeitim bewegten System
g = Beschleunigung des bewegten Systems gegenltber dem ruhenden System

Auch hier wird wieder angenommen, dass die Geschwindigkeit v zwischen den Systemen weit
unterhalb der Lichtgeschwindigkeit ¢ bleibt, damit ¢’ = ¢ gilt.

Wie sieht der bewegte Beobachter einen im stehenden Bezugssystem ruhenden Gegenstand
x = const? Dazu leiten wir die Gleichung (5) zwei mal nach der Zeit ab und erhalten:

o 4 x 1 t t x = const
r = — —_— = = — =
at 59 g
d
»! = —|— t = —
T dt[ gtl=—g

Wenn wir statt eines ruhenden Objektes £ = const ein gleichférmig bewegtes Objekt € = v
nehmen, erhalten wir das selbe Resultat:
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In einem mit g beschleunigten System erfahren alle ruhenden oder gleichférmig bewegten
Objekte die Beschleunigung —g.

Dies ist nicht anders in einem Gravitationsfeld zum Beispiel auf der Erde. Ein Labor in einem
gleichméssigen Gravitationsfeld g ist nicht zu unterscheiden von einem mit g beschleunigten Labor
im gravitationsfreien Raum! Dies ist das Aquivalenzprinzip.

Gravitation oder Beschleunigung?

Eine Person, die sich in einem gleichférmig al

beschleunigten Lift weit weg von jedem i o §
Gravitationsfeld befindet, wird nach dem [ >
Aquivalenzprinzip die identischen

physikalischen Effekte feststellen, wie sie in

> T
einem Gravitationsfeld herrschen. Ein ruhender

aussen stehender Betrachter wiirde jedoch sagen, es gibt hier keine Gravitation. Alle physikalischen
Effekte im Lift sind mit der Beschleunigung des Liftes zu erklaren.

Beschleunigung und Gravitation sind offenbar das Selbe.

Je nach verwendetem Koordinatensystem kann man die Effekte als Gravitation oder als
Beschleunigung auffassen. Physikalisch gesehen ist das das Selbe, abgesehen von Gezeitenkraften
natdrlicher Gravitationsfelder.

Durch die Wahl von geeigneten beschleunigten Koordinatensystemen kann man somit Gravitation
erzeugen oder aufheben. Natirliche Gravitationsfelder kénnen so jedoch nicht vollstandig
aufgehoben werden, weil diese nicht homogen sind. Die Starke nimmt mit dem Abstand zur Quelle
ab und das Feld zeigt immer zu einem Massenzentrum. Ein solches Gravitationsfeld kann nicht
durch ein beschleunigtes Bezugssystem global aufgehoben werden. Es kann nur in einem kleinen
rdumlichen und zeitlichen Bereich angenahert aufgehoben werden (frei fallender Lift). Es wirken
jedoch immer mehr oder weniger stark die Gezeitenkrafte. Diese Gezeitenkrafte kénnen also nicht
durch eine Koordinatentransformation zum verschwinden gebracht werden, welche einer flachen
Geometrie entsprechen wirde.

Dies fihrt uns zum Konzept von Krimmung und gekrimmter Geometrie. Dazu missen wir uns
zunachst mit dem mathematischen Werkzeug, der Differentialgeometrie gekrimmter Rdume und
Tensoren beschaftigen.

Beschleunigung und Krimmung

Beim beschleunigten Bezugssystem kann man auch sagen, dass es einem gekrimmten
Koordinatensystem folgt. Das beschleunigte System ruht namlich im gekriimmten roten
Koordinatensystem. Ein System, das einer solchen Krimmung folgt, erféhrt eine Gravitation: alle
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Teile fallen entgegen der Richtung der Beschleunigung wie in einem Gravitationsfeld.

Dies fuhrt uns zu einem Zusammenhang zwischen Krimmung und Gravitation.
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Lichtkrimmung

Einstein erkannte, dass aufgrund des Aquivalenzprinzips auch die Flugbahn von Photonen
(Lichtteilchen) in einem Gravitationsfeld gekrimmt sein muss. Vor Einstein ist noch niemand auf die
ldee gekommen, dass Raumzeitkrimmung einen Einfluss auf Licht und andere elektromagnetische
Wellen haben kdnnte.

Auf dieser Seite geht es nur um eine qualitative Beschreibung der Lichtkrimmung, nicht um die
genaue Berechnung. Es wird erklart, wie die Lichtkrimmung zustande kommt und eine grobe
Abschéatzung gegeben, wie stark eine solche Krimmung ausfallen kénnte.

Theorie

Das Aquivalenzprinzip besagt: Die Gesetze der Physik in einem Gravitationsfeld sind die
selben wie in einem beschleunigten Bezugssystem in einem gravitationsfreien Raum.

Dies gilt nicht nur fir Newtonsche Mechanik sondern fir jedes
physikalische Phdnomen!

Um zu verstehen, wie Gravitation Licht krimmen kann, zieht man das
Modell eines beschleunigten Bezugssystems heran, zum Beispiel ein
Lift, der im gravitationsfreien Raum gleichférmig nach oben

beschleunigt wird.

Der Lift soll zunachst in Ruhe sein. Im gleichen Moment, in dem der Lift

mit der Beschleunigung g nach oben beschleunigt, wird von links nach

recht ein Photon ausgesandt. Dieses Photon fliegt natiirlich so gerade wie méglich zur rechten Seite
des Liftes. Der Lift bewegt sich in dieser Zeit jedoch beschleunigt nach oben, sodass die Flugbahn
des Photons im Bezugssystem des Liftes nach unten gekrimmt erscheint. Die Krimmung ist eine
Parabel.

Der Grund, weshalb diese Krimmung in der Praxis niemandem auffallt ist, dass die Bewegung des
Liftes bei Beschleunigungen um 1g verglichen mit dem Weg, die das Licht in der Zeit zuriicklegt,
praktisch nicht messbar ist. Um die Lichtkrimmung messen zu kénnen, braucht es grosse Strecken
und starke Gravitationsfelder, wie sie bei einer Sonne an der Oberflache vorkommen.

Die Abwartskomponente des Lichtstrahl entspricht gerade der Beschleunigung g des Liftes. Das
Licht fallt also in einem Gravitationsfeld mit einer nach unten gerichteten Beschleunigung g.

Schatzung der Lichtkrimmung nach Newton
Wie stark wird ein Lichtstrahl abgelenkt, der nahe an der Sonne vorbei geht?

FUr eine grobe Schatzung kénnen wir Newtons nicht-relativistische Mechanik heranziehen. Zudem
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vereinfachen wir das Gravitationsfeld g. Es wirke homogen Uber die Strecke 2 R und sei ausserhalb
dieses Bereiches ohne Einfluss. R ist der Radius der Sonne.

Die Uber den Bereich 2 R wirkende Gravitation g
berechnen wir nach der Newton Formel:

B MG
g - R2
wobei M = Masse der Sonne
G = Gravitationskonstante
R = Radius der Sonne

Alles in diesem Bereich wird nach unten Beschleunigt, Licht ebenso wie alles Andere, und alles mit
der selben Beschleunigung g.

Nachdem der Lichtstrahl die Sonne passiert hat, hat er eine vertikale Geschwindigkeits-Komponente
v durch die Beschleunigung erhalten. Die Geschwindigkeit berechnet man aus der Beschleunigung
g und der Zeit At, in der die Beschleunigung gewirkt hat:

v=g-At

Die Zeit At ist abhéngig von der Geschwindigkeit, in der das Licht die Strecke 2 R passiert. Licht
hat im Vakuum immer Lichtgeschwingigkeit c:

C
(1) und (3) in (2) eingesetzt ergibt:

MG 2R 2MG
v = . —_=

R2 c Re

Die Ablenkung soll als Winkel € ausgedriickt werden. Bei kleinen Winkeln ist @ das Verhéltnis der
vertikalen Geschwindigkeit v zur horizontalen Geschwindigkeit c:

v 2MG Nicht-relativistische
6=-= =4.2-10 % rad = 0.88" .
c R c? Schatzung
wobei 0@ = Ablenkwinkel des Lichtstrahls (in Radian)

S

Masse der Sonne 1.989-10°" kg
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G = Gravitationskonstante 6.673- 107! m¥/kg/s?
R = Radius der Sonne 6.957-10% m
¢ = Lichtgeschwindigkeit 2.998-10% m/s

Dies ist typischerweise ein sehr kleiner Winkel (0.88 Bogensekunden) weil ¢ im Nenner eine sehr
grosse Zahl ist und erst noch im Quadrat steht und G im Zahler eine sehr kleine Zahl ist.

Zufalligerweise stimmt dieser Schatzwert exakt mit dem Wert Gberein, den man durch Berechnung
der ganzen Flugbahn eines Photons im realen Schwerefeld der Sonne erhalt, wobei wir aber
ignorieren mussen, dass das Photon keine Masse und immer die Geschwindigkeit ¢ hat.

Dies war die erste Schatzung, die Einstein machte. Die relativistische Berechnung nach der ART, in
der die Ablenkung eine Folge der Raumzeitkrimmung ist, ergibt einen doppelt so grossen
Ablenkwinkel 6.

_4MG
==

0

= 1.75" Relativistische Berechnung

Diese relativistische Berechnung wurde bis auf Bruchteile von Prozenten Genauigkeit durch
Messungen vielfach bestatigt['![?].

Spektralverschiebung von Licht aufgrund Gravitation

Was passiert, wenn das Licht in einem Gravitationsfeld nach oben oder unten geschickt wird? Vom
Gedankenexperiment mit einem beschleunigten Lift kbnnte man annehmen, dass der Lichtstrahl
beschleunigt bzw. abgebremst wiirde. Licht bewegt sich jedoch in jedem Bezugssystem immer mit
der Lichtgeschwindigkeit c. Also muss etwas anderes passieren.

Was wirklich passiert ist, dass sich die Wellenlange des Lichtes verandert. Bei einem Lichtstrahl, der
in Beschleunigungsrichtung (im Lift von unten nach oben) gesandt wird, der sich also entgegen dem
Gravitationsfeld ausbreitet, wird die Wellenlange grdsser, weil sich der Detektor schneller vom
Lichtstrahl wegbewegt, als der Sender vorher den Lichtimpuls mit einer bestimmten Wellenlange
ausgesandt hat. Mit Hilfe des Dopplereffektes kann dieser Effekt berechnet werden. Umgekehrt wird
die Wellenlédnge eines Lichtstrahls kirzer, wenn er sich in Richtung des Gravitationsfeldes oder
entgegen der Beschleunigungsrichtung des Liftes bewegt.

Eine Verlangerung der Wellenlange bedeutet Verlust von Energie. Die Energie eines Lichtquants ist
proportional zur Frequenz des Lichtes also umgekehrt proportional zur Wellenlange. Licht, das sich

von einer Masse weg bewegt wird also nicht langsamer, sondern verliert Energie. Licht, das sich auf
eine Masse hin bewegt, gewinnt Energie.
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Quellen

1. Tests of Post-Newtonian Gravity; Living Reviews

The Shapiro time-delay measurements using Viking spacecraft yielded an agreement with GR to 0.1 percent, and
VLBI light deflection measurements have reached 0.02 percent.

relativity.livingreviews.org/open?pubNo=Irr-2001-4&page=node10.html

2. Light Deflection at the sun
backreaction.blogspot.com/2008/01/light-deflection-at-sun.html
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Gezeitenkrafte

Das Aquivalenzprinzip besagt: Die Gesetze der Physik in einem Gravitationsfeld sind die selben wie
in einem beschleunigten Bezugssystem in einem gravitationsfreien Raum. Dies gilt jedoch nur fur
homogene Gravitationsfelder. Das sind Gravitationsfelder, die Gberall in die selbe Richtung zeigen
und Gberall gleich stark sind.

Dies ist bei natlrlichen Gravitationsfeldern nur ndherungsweise in
einem kleinen Ausschnitt der Fall. Das Gravitationsfeld eines Planeten
zeigt einerseit von jeder Stelle im Raum immer zum Zentrum des
Planeten und andererseits nimmt seine Starke mit dem Abstand im
Quadrat ab (1/72).

In einem Labor, das im Vergleich zu einem Planeten winzig ist und
Uber einen kurzen Zeitabschnitt betrachtet, kann man jedoch das
Gravitationsfeld eines Planeten als homogen betrachten.

Freier Fall

In einem unbeschleunigten Lift fern aller Massen herrscht Schwerelosigkeit. Das selbe gilt auch far
einen frei fallenden Lift in einem Gravitationsfeld. Denn alles, der Lift und der Inhalt, wird exakt gleich
stark in die selbe Richtung beschleunigt, sodass unter den Objekten im Lift und dem Lift selbst keine
realtive Beschleunigung feststellbar ist. Dies ist die Situation, in der sich Astronautem befinden,
wenn sie in einem Raumschiff um die Erde kreisen.

Wenn ein Lift in einem homogenen Gravitationsfeld frei fallt, herrscht im Inneren perfekte
Schwerelosigkeit. Wie sieht es aber aus, wenn der Lift in einem natdrlichen, nicht homogenen
Gravitationsfeld frei fallt? Wie wirkt sich das inhomogene Gravitationsfeld eines Planeten aus? Kann
eine Person im Lift herausfinden, ob sie sich in der Nahe eines planetaren Gravitationsfeldes
befindet oder im gravitationsfreien Raum?

Die Antwort ist: JA. Uber einen geniigen langen Zeitabschnitt betrachtet, kann man die
inhomogenitat des natdrlichen Gravitationsfeldes messen.

Verteilt man vier beliebige Objekte wie im
Bild links gezeigt, so erfahren diese
Objekte im natlrlichen inhomogenen

=]
G

Gravitationsfeld jedes eine etwas andere

2 Y

Beschleunigung. Die Beschleunigung ist
naher am Planeten etwas grésser, als
weiter weg und die

¢
tp| |ow
i

Beschleungigungsvektoren zeigen auf

einen gemeinsamen Punkt. Die

walter.bislins.ch/doku/ar 08.10.2013 17:49



Autor: Walter Bislin 2 von 2

Beschleunigung des Liftes selbst entspricht dem Mittelwert und greift im Zentrum des Liftes an.

Diese Konstellation bewirkt, dass vom Lift aus gesehen die Objekte sich beginnen in
unterschiedliche Richtungen zu beschleunigen. Die Objekte links und rechts streben zur Mitte hin
wogegen die Objekte oben und unten von der Mitte weg streben (Bild rechts).

Wiirde man statt einzelner Objekte eine kugelférmige Gaswolke oder eine Wasserkugel nehmen, so
kénnte man mit der Zeit eine entsprechende Deformierung beobachten. Die Kugel wirde horizontal
gequetscht und vertikal gedehnt werden. Das ist genau das, was das Gravitationsfeld des Mondes
mit dem Meer auf der Erde macht, was zu Flut und Ebbe fihrt. Die entsprechenden Kréafte nennt
man Gezeitenkrafte (engl. Tidal Forces).
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Euklidische Geometrie

Unter euklidischer Geometrie versteht man die aus den Axiomen und Postulaten Euklids
abgeleitete Geometrie. In jeder Geometrie interessiert man sich fur diejenigen Transformationen, die
bestimmte Eigenschaften nicht zerstdéren: Zum Beispiel andern weder eine Parallelverschiebung
noch eine Drehung oder Spiegelung in einer zweidimensionalen euklidischen Geometrie die
Abstéande von Punkten. Man sagt, dass der Abstand zweier Punkte eine euklidische Invariante
darstellt.

Wie kann man die Geometrie beschreiben?

Eine Kugeloberflache ist ein zweidimensionales Gebilde und die
Kugeloberflache ist offensichtlich gekrimmt, was in der dritten [ AT AT :
Dimension einfach ersichtlich ist. Es braucht jedoch keine dritte

Dimension, um die Krimmung einer zweidimensionalen Flache Z

zu beschreiben. Dazu reichen Eigenschaften der Ebene aus.

Wie man im Bild erkennen kann, lasst sich jede Flache durch lauter kleine Dreiecke aufbauen. Im
Bild handelt es sich um lauter gleichartige Dreiecke. Die Dreiecke, welche eine Kugelflache
abdecken, miussen sich aber von den Dreiecken in der flachen Ebene leicht unterscheiden. Diese
Unterscheidung ist ausreichend um die Geometrie der Flache bestimmen zu kénnen ohne dass eine
héhere Dimension herangezogen werden muss.

Mathematiker beschreiben die Geometrie einer Flache (oder eines N-Dimensionalen Raumes),
indem sie die Distanz zwischen beliebigen benachbarten Punkten spezifizieren. Wenn man den
Abstand zwischen jedem Paar benachbarter Punkte kennt, kann man die ganze Geometrie
rekonstruieren und feststellen, ob sie flach oder gekrimmt ist.

Der infinitesimale Abstand ds zwischen zwei benachbarten Punkten kann y
im kartesischen Koordinatensystem mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

berechnet werden:
ds? = dz? + dy?

Im kartesischen Koordinatensystem sind die Koordinatenlinien gerade und stehen senkrecht
aufeinander.

Man kann sich jedoch beliebige andere Koordinatensysteme
vorstellen, z.B. Polarkoordinaten usw. In jedem
Koordinatensystem erhalt man andere Werte fir die
Komponenten von ds und die Komponenten kénnen nur im
kartesischen Koordinatensystem nach der Formel (1) zu ds
kombiniert werden. Was jedoch in jedem beliebig gewahlten

walter.bislins.ch/doku/ar 08.10.2013 17:50



Autor: Walter Bislin 2 von 3

Koordinatensystem gleich bleibt, ist der Wert von ds. Man sagt: ds ist eine Invariante. Dies leuchtet
ein, denn ein Massstab einer bestimmten Lange bleibt immer der selbe Massstab, egal in welches
Koordinatensystem man ihn legt.

Die Formel far den infinitesimalen Abstand zwischen zwei Punkten in einem beliebig gekrimmten
Koordinatensystem wie im Bild rechts sieht wiefolgt aus:

ds® = g;; da’ + 2 gy, Az dy + gy dy’

In der Formel (2) kommen die Komponenten dz und dy auch wieder vor und sie stehen im Quadrat.
Man nennt das die quadratische Form. Die g-Werte sind keine Konstanten, sondern hangen generell
von der Position ab: g;; = f(=,y). Die g's sind also Felder.

Beachte, dass die Formel (1) ein Spezialfall von Formel (2) ist mit den Werten g;; = 1, g;5 = O und
g2 = 1.

Der Therm g;, dx dy kommt in (1) nicht vor. Dieser Therm ist immer dann ungleich Null, wenn die
Koordinaten nicht senkrecht aufeinander stehen. Die Werte g;; und g5, haben mit dem Gitter-
Abstand des Koordinatensystems, also der Skalierung in die entsprechende Richtung zu tun. Wenn
das Koordinatengitter gekrimmt ist und sich von Ort zu Ort &ndert, so sind die g's Funktionen der
Position (Felder).

Die Funktionen g;;(x) nennt man die Metrik.

Flache Geometrie

Wenn man die Geometrie einer Flache durch die einfache Formel (1) beschreiben kann, dann nennt
man diese Geometrie flach. Durch die Wahl eines entsprechenden Koordinatensystems kann man
selbst eine flache Geometrie durch eine komplizierte Formel wie (2) ausdriicken. Wenn es jedoch
mdglich ist ein neues Koordinatensystem flr diese Geometrie zu finden, welches durch die Formel
(1) beschrieben werden kann, dann ist die Geometrie flach.

Gekrimmte Geometrie

Es gibt Geometrien, die nicht flach sind. Egal wie man auch ein Koordinatensystem wabhlt in einer
solchen Geometrie, wird es nicht mdglich sein, sie auf die Form von (1) zu reduzieren.

Die zweidimensionale Oberflache einer Kugel zum Beispiel hat so eine gekriimmte Geometrie. Egal
wie man ein Koordinatensystem auf der Oberflache einer Kugel wahlt, man kann den Abstand
benachbarter Punkte nie durch die Formel (1) ausdricken.

Gekriummt oder Flach?
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Sehr oft kbnnen gekrimmte Geometrien lokal durch eine flache Geometrie angenahert werden. Die
Geometrie eines Konus z.B. ist sogar Uberall flach, ausser an der Spitze.

Ebene
Eine Ebene wie eine Wandtafel hat offensichtlich eine flache Geometrie.

Kugeloberflache
Eine Kugeloberflache hat eine gekrimmte Geometrie. Die Kugeloberflache kann nicht flach
gemacht werden, ohne die Oberflache zu verzerren.

Zylinderflache
Eine Zylinderflache hat eine flache Geometrie. Der Zylinder kann aufgeschnitten und zu einer
Ebene entrollt werden, ohne die Flache verzerren zu mussen.

Sattelflache
Eine Sattelflache hat eine gekrimmte Geometrie. Wie die Kugeloberflache kann eine
Sattelflache nicht flach gemacht werden, ohne die Flache zu verzerren.

Konus
Ein Konus ist Gberall flach, ausser an der Spitze! Der Konus kann aufgeschnitten und ohne
Verzerrung zu einer Ebene entrollt werden. An der Spitze ist die Geometrie jedoch gekrimmt.

Weitere Informationen

» Euklidische Geometrie; Wikipedia (de)
» Geometry; Wikipedia (en)

walter.bislins.ch/doku/ar 08.10.2013 17:50



Seite 1 von 2

AR: Grundlagen der Tensor-Rechung

Mathematisch werden Berechnungen der Energiedichte und der zugehoérigen Raumzeitkrimmung mit
dem Werkzeug der Tensor-Analysis ausgefuhrt. Auf den folgenden Seiten wird in die Grundlagen der
Tensor-Rechnung eingefuhrt.

» Was sind Tensoren? » Transformation kovarianter Tensoren

» Differentialrechnung mit mehreren » Vergleich der Transformation ko- und
Variablen kontravarianter Tensoren

» Einsteinsche Summenkonvention = Metrik-Tensor

» Koordinatentransformation = Metrik-Tensor eines 2D-

» Transformation von Ableitungen Polarkoordinatensystems

» Kovariante und Kontravariante » Metrik-Tensor einer Kugeloberflache
Komponenten = Vergleich verschiedener 2D-Metrik-

» Transformation kontravarianter Tensoren Tensoren

~ Inverse des Metrik-Tensors

Voraussetzung fur das Verstandnis der Differentialgeometrie und Mathematik gekrimmter Raume sind
einige Kenntnisse der Differentialrechnung mit mehreren Variablen. Im Wesentlichen gentgen partielle
Ableitungen um die Grundgedanken gekrimmter Raume zu verstehen.

Tensor-Notationen
Ich verwende folgende Notationen in diesem Dokument:

Generell sind Tensoren keine Konstanten, sondern Funktionen des Ortes. Dies wirde man wiefolgt
schreiben:

¢(£)7 6(5)7 gmn(i:), USw.
Da jedoch impliziert wird, dass Tensoren Funktionen des Ortes sind, lasse ich (Z) in der Regel weg.

Vektoren

v=v=(v')=(v},v%..) oder (v;)= (vy,vs..)
Tensoren

Tensoren haben einen Rang. Wenn im Text von einem Tensor die Rede ist, schreibe ich neben
kursiven Buchstaben Dummy-Indizes hin, um den Rang anzuzeigen:

Vi , T mn, Gmn
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Eigentlich handelt es sich bei dieser Darstellung nicht um einen Tensor, sondern um Tensor-
Komponenten. Dies muss in Formeln genauer unterschieden werden, da man nicht Tensoren und
Tensor-Komponenten vermischen darf. Daher schreibe ich einen Tensor in einer Formel:

(V) = (VL V3, ..)

(Grn) = (911 912)
921 922
Ob die Indizes oben oder unten stehen spielt bei der Tensor-Bezeichnung keine Rolle. Die Indizes
lassen sich mit Index-Manipulation per Metrik-Tensor verschieben.

Koordinatensysteme

In der Literatur werden Hochkommas fiir transformierte Tensoren verwendet. In meiner Beschreibung
kommen jedoch oft explizit die zwei Koordinatensysteme X und Y vor. Um Anzuzeigen, beztiglich
welchem Koordinatensystem eine Tensor-Komponente gemessen wird, schreibe ich, wo hilfreich, das
Koordinatensystem als grossen aufrechten Buchstaben in Klammern hinter den Tensor:

#(X), ViX), gmn(Y), usw.
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Was sind Tensoren?

Tensoren sind Grossen, mit deren Hilfe man Skalare, Vektoren und weitere Grossen analoger Struktur
in ein einheitliches Schema zur Beschreibung mathematischer und physikalischer Zusammenhange
einordnen kann. Sie sind definiert durch ihre Transformationseigenschaften gegenuber orthogonalen
Transformationen wie z.B. Drehungen. Es geht darum, was andert sich, was andert sich nicht, wenn
man das Bezugssystem andert? [1]

Die Besonderheit von Tensorgleichungen ist, dass sie transformations-invariant sind. Wenn es gelingt,
einen physikalischen Sachverhalt in Tensorschreibweise zu formulieren, so kann man wegen der
speziellen Art, wie Tensoren transformieren, sicher sein, dass die Gleichungen in jedem beliebigen
Koordinatensystem gelten.

Rang oder Stufe eines Tensors und Indizes
Tensoren haben Indizes. Die Anzahl der Indizes gibt den Rang oder die Stufe des Tensors an.

Die Indizes laufen entsprechend der Dimension D des Raumes Uber 1..D. Bei der 4-dimensionalen
Raumzeit beginnt die Nummerierung bei 0, wobei der Index 0 die zeitliche Komponente betrifft.

Beim Arbeiten mit den Tensoren muss die Reihenfolge der Indices immer klar sein. Das Element 7,

eines Tensors ist in der Regel vom Element £,; verschieden.

Der einfachste Tensor ist ein Tensor mit Rang 0. Dabei handelt es sich einfach um einen Skalar. Ein
Skalar hat eigentlich keine Komponenten, sondern ist nur ein einzelner Wert und bendétigt somit keinen
Index; daher der Rang 0.

Ein Tensor mit nur einem Index nennt man auch Vektor. Man sagt, der Vektor ist ein Tensor mit dem
Rang 1. Der Index hat so viele Werte, wie die Dimension des Vektors. Bei einem 3-dimensionalen

Vektor hat der Index also 3 Werte (z.B: 1, 2, 3), weil der Vektor 3 Komponenten hat: 17' = (Vl, Vz, V3)

Ein Tensor vom Rang 2 hat 2 Indizes und stellt eine quadratische Matrix dar usw.

Jede Tensor-Komponente kann eine Funktion oder eine Zahl sein. In der AR sind die Komponenten in
der Regel Funktionen der Raumzeit.

Dimension eines Tensors

Ein Vektor oder Tensor ist ein Objekt, welches Komponenten hat. Die Anzahl der Komponenten eines
Vektors enstpricht der Dimension D des Raumes. Ein 3-dimensionaler Vektor besteht somit aus 3
Komponenten. Ein 3-dimensionaler Tensor der Stufe 2 besteht aus 3x3 Komponenten usw.
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Tensoren und Koordinatensysteme

In der Anwendung steht das Tensorsymbol immer fur eine bestimmte Bedeutung. Zum Beispiel den Ort
eines Teilchens. Der Ort kann in verschiedenen Koordinatensystemen gemessen werden.
Entsprechend haben die Komponenten des Tensors in jedem Koordinatensystem andere Werte. Doch
der Tensor bleibt der Selbe, egal in welchem Koordinatensystem er gemessen wird. So ist z.B. die
Lange eines Vektors in jedem Koordinatensystem dieselbe, auch wenn sich die Komponenten in den
verschiedenen Koordinatensystemen unterschreiden.

Man unterscheidet bei Tensoren zwei Arten von Komponenten:

Kontravariante Komponenten Index oben z.B.v*

Kovariante Komponenten Index unten z.B. v,

Bei Tensoren ab Rang 2 kdnnen kontravariante und kovariante Komponenten gleichzeitig vorkommen.
Ein solcher Tensor hat dann Indizes sowohl oben als auch unten: T™,,.

Jeder Tensor kann sowohl in kontravarianten, als auch in kovarianten Komponenten dargestellt
werden. Der Wechsel von einem Tensor in kontravarianter Darstellung zu einem Tensor in kovarianter
Darstellung, wird "Index ziehen" oder Index Manipulation genannt. Die Umrechnung geht durch
Multiplikation mit dem sog. Metrischen Tensor.

Ob die Indizes oben oder unten sind, es handelt sich jeweils um ein und denselben Tensor mit
derselben physikalischen Bedeutung. Lediglich die Werte der Komponenten unterscheiden sich, weil
sie sich auf verschiedene Koordinatensysteme beziehen.

» Kovariante und Kontravariante Komponenten

Typ eines Tensors

Wenn Rang, Dimension und Komponenten-Arten (Anzahl Indizes oben und unten) von Tensoren
Ubereinstimmen, dann sagt man, die Tensoren sind vom selben Typ. Dies muss bei der Tensor-
Arithmetik beachtet werden.

Weitere Informationen

[11  Tensoranalysis — eine Einfuhrung (PDF); Professor Noack; Einstieg in die Tensoranalysis
www.itp.uni-bremen.de/~noack/tensors.pdf

[2] Tensoren (PDF); Mike Georg Bernhardt; Eine Einfuhrung
www.mpe.mpg.de/~bernhardt/tensoren.pdf

[3] Schaum's Outline of Tensor Calculus; David C. Key; ISBN 978-0070334847
Einfach versténdlich und kurzgefasst sind die Blicher aus der Schaum's Outline Serie. Hier gibt es den
preiswerten und mit vielen vorgerechneten Beispielen versehenen Band
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[4] Tensoranalysis; Heinz Schade und Klaus Neemann; ISBN 978-3110206968
Umfangreicheres Buch

[5] Theo Kovariante Formulierungen (PDF); Ein Blick in die Anwendung von Tensoren in der
Elektrodynamik
user.uni-frankfurt.de/~fmphyadm/tp/tp3/ws0405/folien/05-01-20%20Theo%20Kovariante%
20Formulierungen.pdf

[6] Uber Tensoren, Matrizen und Pseudovektoren - Mike Georg Bernhardt
www.mpe.mpg.de/~bernhardt/studmat.html

[71 Tensoranalysis (PDF); eine Einfuhrung von C.C. Noack
www.itp.uni-bremen.de/~noack/tensors.pdf

[8] Kovariante Formulierung des Elektromagnetismus und der Elektrodynamik (PDF)
user.uni-frankfurt.de/~fmphyadm/tp/tp3/ws0405/folien/05-01-20%20Theo%20Kovariante%
20Formulierungen.pdf

Quellen

[11  Einfuhrung in die Tensorrechnung (PDF); Quelle: Kapitel 10 aus: Christian B. Lang und Norbert
Pucker. Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum Akade-mischer Verlag, Elsevier,
Munchen, 2005.
www.physik.uzh.ch/~strauman/physik-a/Ergaenzung_Tensoren.pdf

[2] Was ist ein Tensor?; Autor unbekannt; Aus Yahoo Clever: Wissenschaft & Mathematik >

Mathematik;

Ausschnitte der Beschreibung dieser Seite und die ersten 5 Referenzen unter Weitere Informationen
stammen aus dieser Quelle

de.answers.yahoo.com/question/index?qid=20090217140400AAeNQnT
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Differentialrechnung mit mehreren Variablen

Da auf den folgenden Seiten vermehrt Gebrauch von Differentialrechnung mit mehreren Variablen

gemacht wird, hier eine kurze Einflhrung.

Angenommen wir haben einen Raum, zum Beispiel mit zwei Dimensionen. Man kann kartesische

Koordinaten in diesen Raum zeichnen wie im folgenden Bild links gezeigt:

2
L g T

FTds ds

Die Koordinaten kénnen mit z* und z? beschriftet werden. Man ist jedoch nicht eingeschrankt auf zwei
Dimensionen, sondern kann so viele Dimensionen verwenden, wie man benotigt. Die Notation x
bedeutet in diesem Fall nicht, dass « mit ¢ potenziert wird, sondern z ist ein Index.

Ein beliebiger Vektor beliebiger Dimension D in einem solchen Koordinatensystem kann

folgendermassen beschrieben werden:

z = (z',2%,...,2°)

Notation: Schreibweise eines Vektors:  oder x; ds oder ds usw.

Angenommen wir haben eine Funktion ¢(55) Dies kann ein Feld sein, das von der Position Z abhangig
ist. Wir wollen nun untersuchen, wie sich dieses Feld dndert, wenn Z ein klein wenig geandert wird. Die
kleine Anderung kann durch einen infinitesimal kleinen Abstand ausgedriickt werden:

ds = dz = (dz',dz?,...)

Totales Differential

Die Anderung der Funktion ¢ kann durch die partiellen Ableitungen bezlglich der Koordinaten dz’
ausgedrickt werden. Dies nennt man Totales Differential:

dg =

D
0 1 0 0 N9 n
9] dz +8m2 dx +m_nz_;6w" dx
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Die Anderung des Feldes d¢ erhalt man also, indem man die partielle Ableitung des Feldes bezliglich
der ersten Koordinate 8¢/8w1 mal dem infinitesimalen Abstand dz! in die Richtung z! plus die
partielle Ableitung des Feldes bezuglich der zweiten Koordinate 8¢/8932 mal dem infinitesimalen

Abstand dz? in die Richtung > usw. berechnet.

Die Formel (3) wird Ublicherweise mit der Einsteinschen Summenkonvention folgendermassen

abgekurzt:

90 qur

do = ox™
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Einsteinsche Summenkonvention

Mit der Einsteinschen Summenkonvention werden die Summenzeichen zur Verbesserung der
Ubersicht einfach weggelassen und stattdessen wird Uber doppelt auftretende Indizes summiert.

Die Formel:

D
_ 90 g 9 g N9 gy
dp = o da’ + == dz +"‘_;amn dz

kann mit der Einsteinschen Summenkonvention also folgendermassen geschrieben werden:

_ 9
d¢ = e dz

Regeln

Wann immer ein Index, wie in diesem Beispiel n, zweimal in einer Formel vorkommt, bedeuted das
automatisch, dass Uber diesen Index summiert wird. Es spielt keine Rolle wie der Index heisst.

In der Tensorrechnung muss zudem einer der Indizes oben und der andere unten stehen. Ein oberer
Index im Nenner wird als ein unterer Index betrachtet. Es wird nur Gber Index-Paare summiert, die auf
derselben Seite des Gleichheitszeichen stehen.

Kartesische Koordinaten

Im Kartesischen Koordinatensystem sind kontravariante und kovariante Koordinaten identisch. Daher
gilt in kartesischen Koordinaten:

M, =M/ =M = M9

In anderen Koordinatensystemen kann Uber den Metrik-Tensor, wie in Index-Manipulation per Metrik-
Tensor gezeigt, zwischen kovarianten und kontravarianten Koordinaten umgerechnet werden.

Mit diesen Eigenschaften konnen nach der Einsteinschen Summenkonvention die folgenden
Vereinfachungen gemacht werden:
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Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann wiefolgt geschrieben werden:

D

5'522%%23313!1‘*‘3323!2"‘--- =
i-1

8l
<

Im kartesischen Koordinatensystem mit z° = ;.

Vektor mit Matrix multiplizieren

Eine Koordinatentransformation kann als Multiplikation einer Transformations-Matrix mit einem Vektor

geschrieben werden:

Produkt zweier Matrizen

D
i i k
k=1
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Koordinatentransformation

Physikalische Gesetze sind unabhangig von Koordinatensystemen. Fur mathematische Berechnungen
muss man jedoch in Koordinatensystemen rechnen. Es gibt beliebig viele mogliche
Koordinatensysteme fur ein Problem. Man wahlt einfach geeignete aus. Nun ist es aber wichtig, Werte
und Funktionen von einem Koordinatensystem in ein anderes umrechnen zu kénnen.

Angenommen wir haben zwei verschiedene 2
Koordinatensysteme fir denselben Raum (siehe Bild BT T _ -
rechts). Ein bestimmter Punkt P habe die Koordinaten '

F
(2!, 22, ...) im blauen Koordinatensystem. Derselbe _'_':.'.'..'._,_(f:._'_fif::: g || Sl

Punkt hat im griinen Koordinatensystem die Koordinaten |-

(y17y27"‘)' / "'\.\.

Wenn man die Koordinaten eines Punktes im i SN
X-Koordinatensystem kennt, so gibt es eine definierte y
Regel, wie man die enstprechenden Koordinaten im

Y-Koordinatensystem berechnet, und umgekehrt. Dies nennt man eine Koordinatentransformation.

Das heisst also, wenn wir eine Menge X-Koordinaten ™ haben, so existiert eine entsprechende Menge
Y-Koordinaten y", die auf definierte Weise von den X-Koordinaten abhangen:

n

vt =y"(@) =y (', 27 ..)
oder ausgeschrieben:

y =y'(z,2%..)

Y’ = yz(ml,m2,...)

Mit anderen Worten: Jede Y-Koordinate ist im Allgemeinen eine Funktion aller X-Koordinaten. Wenn
man alle " kennt, kann man sagen wie alle y™ sind. Wenn man y' wissen will, kann man iiber die
Funktion yl () diesen Wert aus allen ™ berechnen usw. Die Zeile (1) steht fur n Formeln, fir jede

Y-Koordinate eine.
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Bedingungen fur die Koordinatensysteme

Damit obige Gleichungen definiert sind, muss jedes Koordinatensystem die folgenden Bedingungen
erfullen:

Jeder Punkt muss eindeutige Koordinaten in jedem Koordinatensystem haben. Keine zwei
Punkte dirfen also dieselben Koordinaten im selben Koordinatensystem haben.

Jedes Set von Koordinaten muss eindeutig einem Punkt zugeordnet sein und jeder Punkt muss
umgekehrt eindeutige Koordinaten haben:

(wlawza ) =P = (y17y2a )

Alles muss kontinuierlich und mehrfach differezierbar sein.
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Transformation von Ableitungen

Angenommen, wir haben eine Funktion ¢, welche jedem Punkt im Raum einen Wert zuweist, z.B. eine
Temperatur. Der Wert ist also abhangig von den Koordinaten ! eines Vektors Z. Die Koordinaten
dieses Vektors werden bezlglich eines bestimmten Koordinatensystems angegeben, nennen wir es

das X-Koordinatensystem.

Partielle Ableitungen

Wir kénnen die Funktion ¢(Z) nach jeder Koordinaten-Richtung z* separat ableiten, indem wir die
anderen Koordinaten fixieren. Eine solche Ableitung nennt man partielle Ableitung. Damit erhalten
wir fur jeden Punkt D Ableitungen. D ist die Dimension des Raumes, gibt also die Anzahl Koordinaten
jedes Vektors in diesem Raum an und damit auch die Anzahl der partiellen Ableitungen:

0p(z) 9¢(z)

orl ' ox2 7T

wobei  O¢(Z)/0x! = partielle Ableitung der Funktion ¢ an der Stelle Z in Richtung der
Koordinaten-Achse

Wir kénnen die einzelnen Ableitungen als Komponenten eines kovarianten Vektors v () interpretieren:

i@ _ (2@ %@ L 2@
S\ 8zt T a2 ST i
Beachte: Die Ableitung nach einer kontravarianten Komponente ergibt eine kovariante Komponente
und umgekehrt. Da im Nenner der Index von z¢ oben steht (kontravariant), muss also der Index von v;

unten (kovariant) stehen.

Notation

Im Folgenden nehmen wir an, dass alle Berechnungen fiir einen beliebigen Punkt Z (egal in welchem
Koordinatensystem ausgeduickt) stattfinden. Wir kénnen uns Schreibarbeit sparen, indem wir (Z) nicht
jedesmal hinschreiben. Gleichung (2) wird damit:

s_ (99 9 L, 99
-\ oz’ ax2’ LT O
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Totales Differential

Aus den partiellen Differentialen konnen wir das Totale Differential d¢ bilden. Dieses driickt aus, wie
sich die Funktion ¢ verandert, wenn sich die Komponenten von Z um den Betrag d &andern (siehe

auch Differentialrechnung mit mehreren Variablen):

d¢ = 6—¢dazl+@dx2+...— 6—¢dmm

— — — v, - dz™
orl Oxr? oxm K v

Beachte: Der Term v,, - dz™ ist das Skalarprodukt zweier Vektoren. Somit ist d¢ ein Skalar. Das
heisst, es gibt an jedem Punkt Z des Raumes genau einen Wert fiir das totale Differential.

Transformation in ein anderes Koordinatensystem

Mit Hilfe des totalen Differentials kdnnen wir aus den partiellen Ableitungen bezliglich dem
X-Koordinatensystem die partiellen Ableitungen beziglich eines anderen Koordinatensystems, nennen

wir es Y-Koordinatensystem, berechnen.

Dazu missen wir nur (4) durch dy™ dividieren:

0p(Y) _ 94(X) O=™
ayn o oxm 6yn

(YY) = v, (X) - MY

wobei  0¢p(Y)/Oy" Partielle Ableitung von ¢ nach y" bezlglich Y-Koordinatensystem

0p(Y)/0z™ = Partielle Ableitung von ¢ nach ™ beziiglich X-Koordinatensystem

M™ = DxD Matrix (D = Dimension) gebildet aus 0z und Oy

v, (Y) = Kovariante Komponente n des Vektors v bezlglich
Y-Koordinatensystem

Vm (X) = Kovariante Komponente m des Vektors v beziglich

X-Koordinatensystem

Hier gilt wieder die Einsteinsche Summenkonvention, da der Index m zweimal vorkommt. Beachte,

dass uber n nicht summiert wird!

Beachte: Weil ¢ ein Skalar ist, hat dieser in beiden Koordinatensystemen an der selben Stelle den
selben Wert. Die partielle Ableitung nach g ist jedoch nicht dasselbe wie die partielle Ableitung nach
x*. Daher schreibe ich das Bezugs-Koordinatensystem in runden Klammern hinter den Ausdruck.

Der griine Term 9z™ /9y" stellt eine DxD Transformations-Matrix M,* dar, wobei D die Dimension
des Koordinatensystems ist.
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Ausgeschrieben ergibt Formel (5):

0p(Y) 0p(X) 9z  0p(X) Oz’
vn(Y) = ayn = Oz’ 6;cn + Or2 8571 +

Zeile (6) steht fiir die folgenden D Formeln:

0p(Y) _ 0¢(X) 9z' | 0¢(X) 0z’
w(Y) = 55 = 55 a§1+ - azlJ“‘

0p(Y) 8¢ 0" 8H(X) B
w(¥)= =55 = oh ot aa o T
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Kovariante und Kontravariante Komponenten

Tensoren kdnnen kovariante und kontravariante Komponenten haben. Im kartesischen Koordinatensystem im
flachen Raum sind die Werte dieser Komponenten identisch, nicht jedoch in anderen Koordinatensystemen.
Hier zeige ich an einem Beispiel den Unterschied zwischen ko- und kontravarianten Komponenten eines
Vektors.

Vektorkomponenten im kartesischen Koordinatensystem

In diesem Beispiel gehen wir immer von ein und demselben Vektor f_f e
aus. Dieser hat eine bestimmte Lange [, die in allen

Ha |

Koordinatensystemen gleich (invariant) bleibt.

Ein Vektor hat aber nicht nur eine Lange, sondern auch eine Richtung. € I
Um den Vektor vollstandig beschreiben zu kdnnen, fuhrt man passende

Koordinatensysteme ein. So kann man einen Vektor in Komponenten >

o

zerlegen. Diese Komponenten nennt man auch Koordinaten. Im hier
gezeigten kartesischen (rechtwinkligen) Koordinatensystem (X) hat der
Vektor die Koordinaten: 4 = (al,a?) = (b, c)

Diese Koordinaten erhalten wir, indem wir senkrechte Linien (Lot) von der Vektorspitze auf die
Koordinatenachsen zeichnen. Die Strecken b und ¢ vom Nullpunkt zu den Schnittpunkten dieser Linien sind die
Koordinaten des Vektors im X-Koordinatensystem.

Durch diese Koordinaten ist der Vektor A eindeutig bestimmt. Seine invariante Lange kann im kartesischen
Koordinatensystem wiefolgt berechnet werden:

l2 — Z(ai)2

i
Dies ergibt in unserem Beispiel:

P =(a")?+ (a®)? =b* + ¢ & l=4b+ e

Wenn man ein anderes, um einen beliebigen Winkel gedrehtes kartesisches Koordinatensystem wahit und dort
auf diese Weise die Komponenten des Vektors berechnet, erhalt man andere Zahlenwerte fiir die Koordinaten
(a', a?). Die nach (1) berechnete Lénge bleibt jedoch gleich!

Vektorkomponenten in einem schiefen Koordinatensystem

In der Physik werden oft nicht kartesische Koordinatensysteme verwendet. Insbesondere in der allgemeinen
Relativitatstheorie wird die Gravitation als Raumzeit-Krimmung mit entsprechend gekriimmten
Koordinatensystemen dargestellt.

In nicht-kartesischen Koordinatensystemen gibt es zwei unterschiedliche Mdglichkeiten, die Komponenten
eines Vektors zu definieren. Dies kann an einem schiefen Koordinatensystem (Y) am besten gezeigt werden:
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Kovariante Komponenten

A== (3)

Man sieht sofort, dass die kontravarianten und kovarianten Werte unterschiedlich sind. Trotzdem beschreiben

diese Werte denselben Vektor! Wir konnen die kontravarianten und kovarianten Komponenten mit Hilfe der
Trigonometrie aus den Werten b und ¢ aus dem kartesischen X-Koordinatensystem berechnen:

kontravariante Komponenten kovariante Komponenten
1 c
tan 6 U
2 ¢ .
a” = — ay =b-cosf+c-sind
sin 6

Die Koordinaten beziehen sich jeweils auf eine von zwei sog. dualen Basen. Die kovariante Basis wird in
unserem Beispiel gebildet durch die Einheitsvektoren in Richtung %' und y2. Diese Basis-Vektoren werden
daher mit kovarianten Indizes beschriftet: €, , €,. Die kontravariante Basis kann z.B. tiber den Metrik-Tensor
122

berechnet werden und hat kontravariante Indizes: €, €.

Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten, den Basis-Vektoren und dem Vektor f_f ist der folgende:

A=a"e, =a'e, +ad’é,
A=a,e™ =a,e +aye

Wenn der Metrik-Tensor bekannt ist (Berechnung siehe weiter unten) kann zwischen den kontravarianten und
kovarianten Komponenten umgerechnet werden. Mehr Infos dazu unter Index-Manipulation per Metrik-Tensor.

Berechnung der Lange eines Vektors in nicht-kartesischen Koordinaten

Die invariante Lange [ des Vektors A berechnet man bei Tensoren fir beliebige Koordinatensysteme nach
folgender Formel:

P=ana™ =a,a' +a,a®+ ...
Wenn wir die Werte von (3) einsetzen erhalten wir:
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5 _ . c
2 = (b) (b tane) + (b cosd + c sin ) (_sin0)
9 bc bccos c?sinf bc bc 9
=0" — - - =0" — +c =
tand sin sin 6 tanf tané

P=b+c

Wie man sieht erhalten wir iber die Formel (6) wieder dieselbe Lange [ fiir den Vektor A wie im kartesischen
Koordinatensystem (2)!

Geometrische Interpretation von kontravarianten und kovarianten
Komponenten

Die geometrische Bedeutung von A™ und A,, ist folgende: 2

Wenn die kontravarianten Komponenten a'! und a? mit den kovarianten
Basis-Vektoren €; und €, des Y-Koordinatensystems multipliziert 5 A

werden, erhalt man durch Vektor-Addition den Vektor j:

e - 1= 2 =
A=a"e, =a e +a’e,

Dies gilt auch fiir einen beliebigen Vektor v mit beliebig vielen € a Yy
Dimensionen:

m

T=v" €, =v'E +v2E+.. m = 1...D

Die Koeffizienten vl, v2 bis v nennt man die kontravarianten Komponenten des Vektors

v = (v, ...,0P).

Die kovarianten Komponenten a; und a, des Vektors A entsprechen
den Projektionen des Vektors auf die Y-Koordinatenachsen. Diese
Projektionen erhalt man Uiber das Skalarprodukt des Vektors mit dem
Basis-Vektor der jeweiligen Koordinatenachse:

— —
—

a,=4-¢ a,=A-e

Auch dies gilt fiir einen beliebigen Vektor v mit beliebiger Dimension D:

Die Koeffizienten v,, v, bis v, nennt man die kovarianten Komponenten des Vektors v = (v;, v, ..., V)

Um den Zusammenhang zwischen v,, und v™ zu erhalten, setzen wir den Vektor ¥ aus (10) in (12) ein:
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Vp =T = (V" &) - En

Es gilt das Assoziativgesetz: (aZ) -y = o (Z - y), denn:

(aZ) - y=(az)y;+(azy)ys+...=az;y; tazyyy, + ...
a(@-y)=a(@y +2y+...)=az gy +azyyy + ...

Daher durfen wir das Skalarprodukt der Einheitsvektoren in (13) zusammenfassen und schreiben:
Up = V" (€m + €) = V™ G = G V"

wobei g, = Metrik-Tensor

Dass v™ gmn = gmn v ist, kann man durch Ausschreiben der Ausdriicke zeigen:
v, = vt g1y, + v? Gop, + oo = Gin vl + 9on V2 + ...

Die Koordinaten v™ und v,, sind also nur verschiedene Reprasentationen ein und desselben Vektors v. Sie

beziehen sich jeweils auf eine der Dual-Basen €; oder e’ des Koordinatensystems. lhre Komponenten kénnen
Uber den Metrik-Tensor g,,,, in einander umgerechnet werden.

Der Metrik-Tensor
Der kovariante Metrik-Tensor ist wie oben hergeleitet gegeben durch die Skalarprodukte der Einheitsvektoren:
€€ € -6

Gmn = €m * €p = (gmn) = €y €1 €9°6€y

Der kontravariante Metrik-Tensor kann entsprechend aus den kontravarianten Basis-Vektoren berechnet
werden:

o] ®)
N R
o] 0y
==
o] ®)
N
Loy
NN

g =e™.é = (gmn):

Der kontravariante Metrik-Tensor ist die Inverse des kovarianten Metrik-Tensors:

sm __ n
Imsgd — Om

B {1 fallsm =n
0 fallsm #n

wobei  §7 = Kronecker-Delta (Einheitsmatrix)

Der Metrik-Tensor g,,,, lasst sich in unserem Beispiel wiefolgt berechnen:
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g :g-g: 1 . 1 =
11 1 1 0 0

g :é’-_): 1 .
12 1 2 0

go1 — €3 €1 —

sin 6

(Gmn) = (911 912) _ ( 1 COSH)
921 922 cos @ 1

In unserem Beispiel ist der Metrik-Tensor konstant. Das heisst, seine Komponenten sind nicht von der Position

Gog = €5+ €5 = (cos@ . (cos@) :c0529+sin20: 1

Z abhangig. Dies ist in der AR in der Regel nicht der Fall.

Hier noch der kontravariante Metrik-Tensor, den ich mit dem Taschenrechner durch invertieren der Matrix (25)
errechnet habe:

1/sin” @ —cos 6/ sin20)

mny __ —1 —
(g7") = (gmn) ( —cosf/sin’ 0 1/sin’ 6

Dual-Basis

Fir jedes Koordinatensystem kénnen zwei Mengen von gleichwertigen Basis-Vektoren definiert werden, die
Uber den Metrik-Tensor ineinander umgerechnet werden kénnen. Man spricht deshalb von einer Dual-Basis.

Das kartesische Koordinatensystem ist ein Spezialfall. Bei ihm sind die beiden Basen identisch. Das zeigt sich
auch am Metrik-Tensor, der beim kartesischen Koordinatensystem der Einheitsmatrix entspricht. Daher spielt
es beim kartesischen Koordinatensystem keine Rolle, ob ein Tensor-Index oben oder unten steht, denn
kovariante und entsprechende kontravariante Komponenten sind identisch.

Die Verwendung der beiden Basen ist symmetrisch. So gilt folgender Zusammenhang zwischen einem Vektor

A, seinen Koordinaten und den Basis-Vektoren:
e - 1 - 2 >
A=a"e,=a¢€ +a"e,+ ...

A=aneé™ =aé' +a,82 + ...

wobei a™ = Kontravariante Komponenten des Vektors f_f
a,, = Kovariante Komponenten des Vektors fi
€, = Kovariante Basis-Vektoren
€™ = Kontravariante Basis-Vektoren

Die Koordinaten eines Vektors kdnnen Uber die folgenden Skalarprodukte berechnet werden:
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Berechnung der Dual-Basis

Wenn wir eine der beiden Dual-Basen haben, konnen wir Uber den Metrik-Tensor die andere Basis berechnen:

é’m — gmn é’n
L o
€m = Gmn €

Den Metrik-Tensor kann man Uber die bereits bekannte Basis berechnen wie bei Der Metrik-Tensor gezeigt.

Wir kennen in unserem Beispiel die kovarianten Basis-Einheitsvektoren €, und €,. Berechnen wir daraus die
entsprechenden kontravarianten Basis-Vektoren nach der Formel (31):

21 _ 11z 12 2
e =g e tge

1 29 2 .2
1 1 cos cos @ — — 8- lcos b sin 6
= 5 — > — sin 9. ; sm99 — sin“@ — sin%0 =
i 0 i sin @ __SInG-COS U __cosf __cosf

sin 0 Sin 0 Sin20 sin 6 sin @
- 1
el = .

—cos @/ sinf

_ 2z 22 =
=g e t+g7e

:_(cose) (1)+( 1 ) (cosﬁ): _%Z_Jr:fﬁg N
sin’d/ \0 sin’9/ \sin® o

sin0
© - (1/sin0)

Beachte:

Der kontravariante Basis-Vektor € steht senkrecht auf dem kovarianten Basis-Vektor €, und der
kontravariante Basis-Vektor € 2 steht senkrecht auf dem kovarianten Basis-Vektor €, . Dies kann duch Bilden
des Skalarproduktes dieser Paare tberprift werden. Das Skalarprodukt muss 0 ergeben, wenn zwei Vektoren

senkrecht aufeinander stehen.

Die beiden kontravarianten Basis-Vektoren haben nicht die Lange 1, sind also keine Einheits-Vektoren!

Weitere Berechnung am Beispiel
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Wenn wir nun die kontravarianten Komponenten des Vektors A kennen (siehe (3)):

i () ()

kénnen wir seine kovarianten Komponenten tber den Metrik-Tensor berechnen:

n
am = Gmn @

Dies entspricht der Multiplikation der Matrix (g, ) mit dem Vektor (a™):

A= (a,) = (al) _ (911 912) . (al) _ ( 1 cos0) . (b—c/tan@)
a, 921 Yoo a? cosf 1 c/sinf

Berechnen wir das:

>+cos0- (L) :b_CC059+CCOS9

1
a = . a + . a = 1 . <b J—
1= 9u 912 sin 6 sin @ sin 6

tané

a]_:b

a2:gz1'a1+922'a2=c0s0-(b— < >+1'<L>=c0s0-(b_ccosa)+ c

tan 6 sin 6 sin 6 sin 6
—ccos’0+ ¢ c(l- cos20) csin’@
=bcosf + | =———| =bcosf+ | =————= | =bcosl+ - =
sin 6 sin 6 sin 6

a, = b cosf + c sinf

Zusammengefasst ergeben sich die in (3) errechneten kovarianten Komponenten:

e b
(@) <a2> (bcos@—l—csin@)

Uberpriifen wir noch, ob wir den Vektor fi erhalten, wenn wir die kovarianten Komponenten mit den
kontravarianten Basis-Vektoren verknuipfen:

A= (ané™) =a,é' +a,é?

1 ) 0 b
= (b b 0 0 _ . N
( ) (-COSQ/SinH) +( cosé + ¢ sin ) (1/51119) ( —b cos §+b cos 0+c 51110)

sin 6
C
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Uberprifen wir zum Schluss noch, ob wir den Vektor A erhalten, wenn wir die kontravarianten Komponenten

mit den kovarianten Basis-Vektoren verknupfen:
A= (a"8é,) =a'é, +a’&,

c sin @
sin 6

b— & .cose 4 cs:ose
( sin 6 sin 6 =

0 cftano) (1)« (e/sme) (220 -

29.03.2016
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Transformation kontravarianter Tensoren

Man unterscheidet kontravariante Tensoren (Indizes stehen oben) von kovarianten Tensoren (indizes
stehen unten), aber es gibt auch gemischte Tensoren mit Indizes oben und unten. Hier wird hergeleitet,
wie kontravariante Tensoren von einem Koordinatensystem in ein anderes transformiert werden.

» Transformation von Skalaren

» Transformation von Vektoren

» Transformation von Tensoren mit Rang 2

» Transformation von Tensoren mit Rang grosser als 2

Transformation von Tensoren

Wird ein Tensor von einem Koordinatensystem in ein anderes Transformiert, so nimmt man implizit an,
dass man in beiden Systemen jenen Tensor vergleicht, der an einer gemeinsamen Stelle im Raum
steht.

Bei der Transformation eines Tensors andern sich im Allgemeinen sowohl die Komponenten des
Tensors selbst, als auch seine Positions-Koordinaten. Bei der Tensor-Rechnung interessiert jedoch
nicht die Position des Tensors, sondern wie sich seine Komponenten von einem System ins andere
Transformieren.

Trotz der unterschiedlichen Komponenten beschreibt der Tensor in jedem Koordinatensystem dasselbe
Objekt. Dieses Objekt verandert sich durch die Transformation nicht. So bleibt z.B. die Lange eines
Vektors in jedem System gleich, man sagt, die Lange ist invariant beztiglich Koordinatentransformation.

Transformation von Skalaren

Ein Skalar ist die einfachste Form eines Tensors. Der Skalar ist ein Tensor mit Rang 0. Der Wert eines
Skalars hangt nicht vom gewahlten Koordinatensystem ab.

Ein Beispiel fir einen Skalar ist die Temperatur. An jedem Punkt des Raumes kann eine andere
Temperatur herrschen, aber diese Temperatur ist unabhangig davon, in welchem Koordinatensystem
sie gemessen wird.

Man sagt: Ein Skalar ist invariant beziiglich Koordinatentransformationen.

Mathematisch kann man die Transformation eines Skalars wiefolgt darstellen:
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Der Skalar ¢ an der Stelle P hat im Koordinatensystem Y denselben Wert wie im Koordinatensystem X

an derselben Stelle.

Hinweis: Die Koordinaten des Punktes P kdnnen sich in den beiden Koordinatensystemen
unterscheiden, was uns in der Tensor-Rechnung jedoch nicht interessiert. Es geht darum, wie sich der
Tensor selbst transformiert.

Transformation von Vektoren

Um zu untersuchen, wie ein Vektor transformiert wird, betrachten wir einen infinitesimal kleinen Vektor
ds = ds:

xaﬂ ....---:.-""’ﬂ‘"“."

dS i dlf

Dieser Vektor hat im X-Koordinatensystem die Komponenten:
ds(X) = dz = (dz') = (dz,d=?,...)

Derselbe physikalische Vektor kann auch in Koordinaten des Y-Koordinatensystems beschrieben

werden:
ds(Y) = dy = (dy) = (dy',dy?, ...)

Jedes einzelne dy’ ist eine Funktion von allen dz und umgekehrt ist jedes einzelne da* eine Funktion
von allen dy’.

Wir suchen nun den Zusammenhang der Koordinaten zwischen dem X- und Y-Koordinatensystem.
Konzentrieren wir uns zunéchst auf eine einzelne Y-Komponente, sagen wir dy*. Analog wie in
Differentialrechnung mit mehreren Variablen kénnen wir dafiir schreiben, wenn wir d¢ durch dy?
ersetzen:

ay 1

lzﬁldwm:—ldwl-l——df—i-
oxm Ox! Oz?

do = 9 dz™ = dy

oxm

Wir sehen, dass dy' von allen dz! abhéngig ist.
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Die anderen Koordinaten erhalt man einfach, indem man 1 durch 2, 3 usw. ersetzt. Dies kann man
elegant wiefolgt zusammenfassen:

n_ Oy"

- Ozm

dy dz™

Beachte, dass tber den Dummy-Index m summiert wird (siehe Einsteinsche Summenkonvention).

Die Formel (5) sagt uns also, wie sich der kleine Vektor ds transformiert: Er transformiert sich, indem er
mit 8y™ /O™ multipliziert wird. Dieser Therm stellt eine DxD-Matrix dar, wobei D die Dimension des
Raumes ist. Im 3-dimensionalen Raum ist das also eine 3x3-Matrix mit 9 Elementen. Bei der Formel (5)
handelt es sich also um eine Marix-Vektor-Multiplikation.

Diese Formel gilt nicht nur fur infinitesimale Vektoren, sondern fir beliebige Vektoren:

n
V"(Y) = gy_m Vm(X) Transformation kontravarianter Vektoren
44
wobei  V"(Y) = Vektor-Komponenten beziiglich des Y-Koordinatensystems

V™(X) Vektor-Komponenten beziglich des X-Koordinatensystems

Definition: Vektoren, die auf diese Weise (6) zwischen Koordinatensystemen transformiert werden,
nennt man Tensoren. Wenn die Indizes oben sind, spricht man von kontravarianten Komponenten und
Vektoren, wenn die Indizes unten sind von kovarianten Komponenten und Vektoren.

Transformation von Tensoren mit Rang 2

Einen Tensor von Rang 2 kann man sich nicht so leicht vorstellen. Eine mogliche Vorstellung ist, dass
es sich um ein Ding handelt, das mehrere Richtungen pro Raumpunkt hat.

Ein Tensor T' von Rang 2 kann einfach gebildet werden, indem jede Komponente von T' das Produkt
der entsprechenden Komponenten von 2 Vektoren A und B ist:

A'B! A'B?
(Tmn) — (Am Bn) — A231 AZBZ

(T ™) ist also ein Objekt mit D? Komponenten, in diesem Fall also eine DxD-Matrix. Ob es sich dabei
um einen Tensor handelt, muss nun noch Uberpruft werden, indem geschaut wird, wie sich die
Komponenten transformieren.

walter.bislins.ch/doc/ar 29.03.2016



Seite 4 von 5

Wir wissen aus (6) wie ein Tensor von Rang 1 transformiert wird. Wenden wir dieses Wissen auf das
Produkt der Vektoren A und B an:

W rx) Y oy" oy" 4

A"(Y) B"(Y) = 5 - A'(X) 5= B*(X) = 5 = 55

A'(X) B*(X)

Da es sich bei jedem Term in (8) um eine einfache Zahl handelt, dirfen die Terme beliebig umgestellt
werden.
Eretzen wir nun A™B" durch T'"™" und A" B® durch T'"*:

o™ ayn Transformation kontravarianter Tensoren von

X
oz Oz° (%)

T (Y) Rang 2

Definition: Eine Matrix, deren Komponenten sich wie in (9) transformieren, ist ein Tensor von Rang 2.

Die einfache Formel (9) stellt fir D = 3 Dimensionen D? = 9 Gleichungen dar! Ausgeschrieben sieht
die Formel (9) folgendermassen aus:

gf,; ZZI THX) + gz: Zf T*(X) + gz: ZZI T (X)+
ZZ; Zf T (X) + ZZ; ij T%(X) + ZZ; %T%(X)
) = (%j Zf THX) + gﬁ Zf T™(X) + %j %2 T'%(X)+
(%z (%i T (X) + ZZZ gzz T?(X) + ZZZ gzz T (X)+
gg:z ZZi THX) + ZZZ ZZi T%(X) + gi’; ZZZ T%(X)

Transformation von Tensoren mit Rang grosser als 2
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Durch Vergleich von (6) und (9) kénnen wir ein Muster erkennen, wie Tensoren von héheren Rangen
transformiert werden. Fur jeden Tensor-Index muss einfach ein weiterer Term By/aaz eingeflugt

werden.

Beispiel eines Tensors mit Rang 3:

— M 8yn %Trst(x)

Tmnk Y) =
(¥) oxr" Oz’ Oxt

Die Komponenten von Tensoren mussen nicht nur einfache Zahlen sein, sondern sind in der Regel

Funktionen der Position, also Felder: T™" = f,...().
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Transformation kovarianter Tensoren

Kovariante und Kontravariante Vektoren und Tensoren unterscheiden sich darin, wie sie zwischen
Koordinatensystemen transformiert werden. Auf dieser Seite wird hergeleitet, wie ein kovarianter
Vektor transformiert wird und der Unterschied zur Transformation kontravarianter Tensoren gezeigt.

Betrachten wir die Gleichung (1) (siehe Transformation von Ableitungen):

_ 9 im
d¢ = py dz

Hier reprasentiert dz™ eine kontravariante Komponente, weil der Indizex oben stehen:
(dz™) = (dz',d=?,...) = (V™) Kontravarianter Vektor

Eine andere Form von Vektor stellt der folgende Gradient dar:

(6_¢) — (8_¢ 9% ) = (Vi) Kovarianter Vektor

oxm oxl’ dx2’ "

Da hier die Indizes unter dem Bruchstrich stehen, spricht man von einem kovarianten Tensor, obwohl
die Indizes im Nenner oben stehen!

Wir kénnen uns nun fragen, wie dieser Gradient vom X-Koordinatensystem ins Y-Koordiantensystem
transformiert wird. Dies wurde auf der Seite Transformation von Ableitungen bereits gezeigt:

0p(Y) 0z™ 0¢(X)

ayn 6yn oxrm

Diese Formel kann verallgemeinert werden, indem der Gradient durch den kovarianten Vektor V,,
ersetzt wird.

Regel: Wenn der Index wie hier im Nenner ist, dann wird der Index beim Vektor unten geschrieben.

0p(Y 0p(X
gz(/") — Vu(Y) und ;ba(:m) — Viu(X) =
or™ . .
Vo(Y) = B Vin(X) Transformation kovarianter Vektoren
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Eselsbriicke:

Ist der Index oben: Kontravariant (n als Pfeilspitze nach oben interpretieren)
Ist der Index unten: Kovarant (v als Pfeilspitze nach unten interpretieren)
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Vergleich der Transformation ko- und kontravarianter
Tensoren

Kontravariante und kovariante Tensoren unterscheiden sich in der Art, wie sie transformiert werden.
Hier werden die Transformationen einanander zum Vergleich gegenubergestellt.

n
V"(Y) = gim Vm(X) Transformation kontravarianter Vektoren
44
or™ . .
Vo(Y) = By Vin(X) Transformation kovarianter Vektoren

Regel 1: Fur die Einsteinsche Summenkonvention muss immer ein Index oben und der andere unten
stehen (hier der Index m in rot).

Regel 2: Der offene Index in diesen Beispielen ist n. Weil V,, bzw. V™ im Y-Koordinatensystem sind,
muss auf der rechten Seite der Y-Teil dy™ mit dem selben offenen Index stehen und zwar so, dass der
Index auf beiden Seiten entweder oben (1) oder unten (2) steht. Der Summenindex m steht bei 0z™
so, dass ein Summenindex oben und der andere unten steht (Regel 1).

Wenn das Objekt V' nicht auf diese Weise transformiert, ist es kein Tensor!

Man kénnte zum Beispiel ein Objekt mit den Komponenten Temperatur, Druck und Feuchtigkeit bilden.
Dieses Objekt besteht also aus drei Zahlen und man kénnte das Objekt als 3D-Pfeil darstellen, der
durch diese Zahlen reprasentiert wird. Ein solches Obijekt ist kein Tensor, weil wenn man von einem
Koordinatensystem zu einem anderen geht, transformieren seine Komponenten nicht wie die eines
Tensors! Temperatur bleibt Temperatur, egal in welchem Koordinatensystem man sie misst. Die
Temperatur transformiert also nicht wie eine Komponente eines Tensors.

Beachte, dass die beiden mit V bezeichneten Vektoren zwei verschiedene Vektoren sein konnen. Ein
kontravarianter Vektor wie V™ wird gebildet, indem er aus den Komponenten (V™) = (v!, v2,v3)

gebildet wird, je nachdem wie viele Dimensionen er hat.

Ein Beispiel eines kovarianten Vektors V,, ist ein Gradient:

(08 (0 06 0
(Vi) = (633’”) B (8:131’ ox?’ 8:133)

Hier ist der Index m unten (kovariant), weil er auf der rechten Seite unterhalb des Bruchstriches steht.
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Tensoren hoheren Ranges

Auch Tensoren von hoherem Rang kénnen kovariante und kontravariante Indizes haben. Die obigen
Regeln kénnen hier analog angewandt werden. Es braucht einfach fir jeden Tensor-Index einen Term
Oy/0x bzw. 8z /By, je nachdem, ob es sich um einen kontravarianten oder einen kovarianten Index

handelt:

T™(Y) = ???i:" % T7*(X) Kontravariante Indizes
ox" Ox*
Thn(Y) = 8;’” % T, (X) Kovariante Indizes

Es gibt auch Tensoren, die kovariante und kontravariante Indizes gemischt haben. In diesen Fallen

muss genau darauf geachtet werden, welcher Index wie transformiert wird.

m a S
T".(Y) = (Zy az T; (X) Gemischte Indizes
w"' n
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Metrik-Tensor

Der Metrik-Tensor beschreibt die Geometrie eines Raumes und eines Koordinatensystems. Der Metrik-
Tensor erfullt die Transformationsbedingungen eines Tensors und ist symmetrisch. Auf dieser Seite
wird der Metrik-Tensor im nicht gekrummten Raum hergeleitet.

Herleitung des Metrik-Tensors

Um die Geometrie eines Raumes als Tensor-Gleichung zu beschreiben, :1:3
bendtigen wir eine invariante Grosse. Die physikalische Lange einer ds
infinitesimal kleinen Strecke ds ist so eine Grosse, die unabhangig vom dael dz

Koordinatensystem ist. Diese Lange kann zum Beispiel im kartesischen
Koordinatensystem eines 3-dimensionalen flachen Raumes mit dem Satz &I
von Pythagoras wiefolgt ausgedrickt werden:

3
ds® = (d:zzl)2 + (d:1:2)2 + (d:l:‘o’)2 = dei dz!
i—1

Damit wir die Einsteinsche Summenkonvention anwenden konnen, bedienen wir uns eines Tricks.
Dazu definieren wir zunachst die Einheitsmatrix ¢,,,, Kronecker-Delta genannt, welche in der
Diagonalen lauter 1 stehen hat und alle anderen Elemente 0 sind:
1, wenn m=n
Omn = { ’ Kronecker-Delta

0, wenn m #n
Mit Hilfe von 9,,,, lasst sich Formel (1) in Tensor-Schreibweise wiefolgt schreiben:
ds? = §,,, dz™ dz™

Die X-Komponenten dz™ und dx" lassen sich auch bezliglich eines anderen Koordinatensystems Y

wiefolgt ausdriicken (siehe Transformation von Ableitungen):

o™ oz"
= dy" und dz" =
oy" oy*

dz™

dy’

Ersetzen wir dz™ und dz” in (3) durch die rechten Seiten von (4) erhalten wir die Lange ds bezliglich

des Y-Koordinatenssystems:

or™ oz™

ds* =6, —
oy~ 0Oy*

dy"dy’® = g,,(Y) dy" dy*
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Beachte: Wenn wir nur die roten Terme betrachten und zu g,; zusammenfassen, wird Uber die Indizes
m und n summiert (Einsteinsche Summenkonvention), nicht jedoch Gber 7 und s. Es entsteht dabei
eine Matrix mit kovarianten Indizes r und s, deren Komponenten Funktionen der Position ﬁ im
Y-Koordinatensystem sind: g,s(Y).

Der so gewonnene Tensor g,; wird als Metrik des Raumes oder Metrik-Tensor bezeichnet.

Zu jedem Koordinatensystem gehort ein Metrik-Tensor

Der Metrik-Tensor gibt nicht nur an, ob und wie ein Raum gekrimmt ist, sondern hangt auch vom
verwendeten Koordinatensystem ab. Jedes Koordinatensystem hat seinen eigenen Metrik-Tensor. Der
Metrik-Tensor ist zudem meist nicht konstant, sondern eine Funktion der Position.

Vergleichen wir die Metrik-Tensoren fiir obige Beispiele (X- und Y-Koordinatensystem):

ds? = §,,dz" dz* = g,,(X) dz" dz*

ds® = g,s dy" dy® = g,,(Y) dy" dy*

Im Falle des kartesischen Koordinatensystems im nicht gekrimmten Raum (6) wird der Metrik-Tensor
zur konstanten Einheitsmatrix: g.s(X) = &.s.

Definition: Wenn man in einem beliebigen Raum ein Koordinatensystem finden kann, in welchem der
Metrik-Tensor der Einheitsmatrix d,,,,, entspricht, so ist dieser Raum nicht gekriimmt (euklidischer
Raum).

In einem gekrimmten Raum kann kein solches Koordinatensystem gefunden werden, welches fir jede
Stelle des Raumes gilt. Lokal kann aber auch ein gekrimmter Raum flach sein. So ist zum Beispiel ein
Kegelmantel Gberall flach, ausser an der Kegelspitze.

Transformation des Metrik-Tensors

Um zu zeigen, dass der Metrik-Tensor wirklich ein Tensor ist (nicht bloss eine Matrix), mussen wir
untersuchen, wie er von einem Koordinatensystem in ein anderes transformiert wird.

In Gleichung (5) kénnen wir d,,,, allgemein durch gmn(X) ersetzen, weil d,,, auch ein Metrik-Tensor ist
(namlich der spezielle Metrik-Tensor des kartesischen Koordinatensystems im euklidischen Raum):

ox™ Ozx™
— dy"dy’ = g,,(Y)dy" dy’

ds? = g (X
Grn( )ayr o
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Durch Vergleich kdbnnen wir nun ablesen, wie ein Metrik-Tensor transformiert wird:

ox™ Oz" Metrik-Tensor Transformation

— X
oy Oy* gm"( ) Kovarianter Tensor Rang 2

9rs(Y) =

Wir sehen, dass g,,, wie ein kovarianter Tensor transformiert wird und haben damit gezeigt, dass der
Metrik-Tensor wirklich ein Tensor ist.

Weitere Informationen

» Index-Manipulation per Metrik-Tensor

» Inverse des Metrik-Tensors

= Metrik-Tensor eines 2D-Polarkoordinatensystems
» Metrik-Tensor einer Kugeloberflache

Vergleich verschiedener 2D-Metrik-Tensoren

Der Metrik-Tensor; Berechnungsbeispiel

walter.bislins.ch/doc/ar 29.03.2016



Seite 1 von 5

Metrik-Tensor eines 2D-Polarkoordinatensystems

Das Polarkoordinatensystem ist ein Beispiel eines gekrummten Koordinatensystems in einem flachen
(euklidischen) Raum. Hier wird der Metrik-Tensor eines solchen Koordinatensystems im
zweidimensionalen flachen Raum hergeleitet.

Obwohl es in diesem Beispiel nur um zwei Dimensionen geht, gilt das hier Gezeigte analog flr beliebig
viele Dimensionen.

Im Bild rechts ist das X-Y-Koordinatensystem dargestellt mit Y
einem Punkt darin. Die Position des Punktes kann als
Koordinatenpaar (z, y) dargestellt werden, oder in

Polarkoordinaten (r, ).

Zunachst bendtigen wir die Beziehung zwischen  und y und r
und 6. Diese Beziehung kann einfach mit etwas Trigonometrie 7

abgeleitet werden:
x = r cos(0) y = rsin(6)

Die Metrik ist im X-Y-Koordinatensystem definiert als:
ds® = da? + dy?

Achtung: In diesem Beispiel stehen z und y nicht fur verschiedene Koordinatensysteme, sondern flr

1

dasselbe Koordinatensystem. Wir kdnnten wie auf der Seite Metrik-Tensor auch schreiben: £ = * und

y =z

Um nun die Metrik (2) in 7 und € zu formulieren, missen wir nur dz und dy als Funktionen von r und 0
ausdricken. Dazu differenzieren wir (1):

_ Oz Ox Oy Oy
dw—ardr—l—aedﬁ dy_(‘)rerr(‘?Qda

Und wenn wir die partiellen Ableitungen von (1) ausrechnen und in (3) einsetzen erhalten wir dz und
dy als Funktionen von 7 und 6:

dz = cos(6) dr — rsin(6) d
dy = sin(@) dr + r cos(6) d6
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Damit kénnen wir die Metrik als Funktion von 7 und € berechnen:
ds? = dz? + dy?
= [ cos(@) dr — rsin(0) d@ ]2 + [ sin(@) dr + 7 cos(0) dé ]2
= cos’(#) dr? + 7% sin®(0) d? — 2 rsin(6) cos(8) dr db +
sin’(0) dr? + r? cos’(6) d8? + 2 rsin(6) cos(6) dr db
_ [sin2(9) + cos2(e)] dr? + {sin2(0) + cos?(0)] 72 de?
Weil sin®(6) + cos’(8) = 1 ist, bleibt schliesslich nur noch:

ds? = dr? + r% d6? Metrik in Polarkoordinaten

Dies ist also die Metrik des 2-dimensionalen flachen Raumes in Polarkoordinaten. Daraus lasst sich der
entsprechende Metrik-Tensor g,,, ablesen:

(gmn) = (; :]2) (dv™) = (:2) -

Zusammen mit dv |asst sich diese Metrik in Tensorform schreiben:
ds® = gy dv™ do™

Nach der Einsteinschen Summenkonvention muss Uber gleiche Indizes summiert werden, sodass die
Formel (8) ausgeschrieben das Ergebnis (6) ergibt:

ds? = Gmn dv™ dv™
= gy, dvt dv! + gy, dv' dv? + gy, dv? dv! + gy, do? do?
—=1drdr+0drdf +0dfdr +r*d6df =

ds® = dr? + r2 d6?
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Vergleich der Metrik-Tensoren

Polar-Koordinaten Kartesische Koordinaten

@)= (g %) @w=(y ) =06m

Wenn wir den Metrik-Tensor links betrachten, fallt auf, dass die Komponente gy, nicht konstant ist,
sondern sich mit 72 &ndert!

Koénnen wir beim Betrachten dieses Metrik-Tensors noch sagen, ob es sich bei dieser Metrik um einen
flachen Raum handelt oder nicht? Konnen wir eine Koordinatentransformation finden, welche diesen
Metrik-Tensor so transformiert, dass d,,,, daraus resultiert?

In diesem Fall wissen wir: JA. Wir haben schliesslich diesen Metrik-Tensor im flachen Raum
konstruiert. Wir wissen also, dass es eine Transformation gibt, die diesen Metrik-Tensor in den Tensor
Omn Uberfuhrt, welcher fir den flachen Raum steht.

Generell sieht man einem Metrik-Tensor mit nicht konstanten Komponenten jedoch nicht an, ob die
Metrik flach oder gekrummt ist.

» Siehe auch Vergleich verschiedener 2D-Metrik-Tensoren

Diskussion des Metrik-Tensors

In diesem Beispiel fallt auf, dass beide Metrik-Tensoren nur in den Haupt-Diagonalen Werte ungleich
Null haben. Was sagt uns das?

Betrachten wir dazu die Linien, bei welchen entweder r oder 6 konstant sind. Die Linien mit konstantem
r sind konzentrische Kreise um den Ursprung. Die Linien mit konstantem 6 sind Geraden durch den
Ursprung. Die Tatsache, dass im Metrik-Tensor die Komponenten fiir die Cross-Terme (g;5 und g,;)
gleich Null sind ist ein Indikator dafir, dass Linien mit konstanten Koordinaten senkrecht aufeinander
stehen. Dies gilt hier auch fur die Metrik von z und y.

Berechnung des Metrik-Tensors aus der Koordinatentransformation

Oben wurde der Metrik-Tensor direkt aus der Metrik des Polarkoordinatensystems abgeleitet. Da wir
die Transformation von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten kennen, kénnen wir diesen Metrik-
Tensor auch durch Transformation des kartesischen Metrik-Tensors §,,,, berechnen.

Die Transformation von polaren in kartesische Koordinaten lautete:
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dz = cos(6) dr — rsin(6) d6
dy = sin(6) dr + 7 cos(6) d@

Dieselbe Formel als Matrix-Multiplikation:

dz\ [cosf® —rsinf dr
dy sin 6 r cos dé
Fir die folgenden Berechnungen sei das kartesische Koordinatensystem das X-System und das

Polarkoordinatensystem das Y-System. Damit kdnnen wir obige Transformation in Tensor-
Schreibweise formulieren:

oz"
8ym

dv™(X) = dv™(Y)

wobei  dv"(X)
dv™(Y)

(dz, dy); kartesische Koordinaten

(dr, d6); polare Koordinaten

Der blaue Transformations-Term stellt also die Transformations-Matrix T" dar, mit welcher von Polar- in

kartesische Koordinaten transformiert werden kann:

oz" (1) = T T, _ [ cos® —rsind
oy™ " T} T? sind  rcosf

Mit Hilfe dieser Transformation kénnen wir den Metrik-Tensor g,,,,(Y) des Y-Systems

(Polarkoordinaten) berechnen. Dazu transformieren wir den kartesischen Metrik-Tensor, der ja einfach
dem Kronecker-Delta §,, entspricht:

o o
y™ oy"

gmn(Y) g'rs(X) - T?:’L va 57'5

Beachte: Mit der Transformation 1" kann ein kontravarianter Tensor vom Y-System ins X-System oder
ein kovarianter Tensor vom X-System ins Y-System transformiert werden!

Es folgt die ausfiihrliche Berechnung von (16). Dabei fallen die Halfte der Terme weg, weil
512 = 621 = O ist:

gu(Y) = T11 T11 dy1 + T12 T12 d92

:c0520+sin29:1
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912(Y) = T} Ty 8y + T7 T3 6
=cosf . (—r-sinf) +sinf-r-cosf =0
9n(Y) =T, Ty 61y + T} T} 8y
= —7-sinf-cosf +r-cosf-sinf =0
922(Y) =T, Ty b1y + T} Ty 8y
= (—7-sin6)* + (r - cosf)?
— 72 .sin’ 0+ 72 - cos’ @ = r? - (sin’ 0 + cos® ) = r?

Zusammengefasst erhalten wir denselben Metrik-Tensor wie unter (7):
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Metrik-Tensor einer Kugeloberflache

Auf dieser Seite wird der Metrik-Tensor einer kugelférmig gekrimmten 2D-Flache hergeleitet.

Zur Vereinfachung der Berechnungen nehmen wir eine Kugel mit
Radius r = 1, also eine Einheitskugel. Jeder Punkt P auf der
Kugeloberflache kann durch die beiden Winkel ¢ und 8 im blauen
Koordinatensystem (z, y, z) beschrieben werden:

x = siny - cos
y=singp -sinf

Z= —Cosyp

Die Metrik in diesem Koordinatensystem ist definiert durch:
ds? = dz? 4 dy? + d2?

Es geht nun darum, diese Metrik durch die beiden Winkel ¢ und 8 auszudriicken. Ein gelbter Blick
kann dies direkt aus der Grafik ablesen:

ds? = dp? + sin’ @ - d§?

Ich mdchte hier aber zeigen, dass durch Anwenden derselben Methode wie in Metrik-Tensor eines 2D-

Polarkoordinatensystems dasselbe Resultat heraus kommt.

Wir berechnen daher zunachst die Differentiale von (1):

or or

dw:adcp—k%dﬁzcosgo~cos¢9~d(p—sin(,0~sin0~d0

dy:@dgo—l—@dﬁzcoscp-sinﬂ-dcp—lrsincp-cos¢9-d9
Op 00

dz:g—;dgo—l—%dH:singo-dgo

Jetzt quadrieren wir die Gleichungen (4) bis (6) und schreiben sie untereinander, damit wir sie dann

gleich zur Metrik ds? addieren koénnen:

daz? :coszgo-cos20-d<,02+sin2<,o-sin20-d02—2-cosgo-singo-cos@-sin@-dgo-d@

walter.bislins.ch/doc/ar 29.03.2016



Seite 2 von 2

dy? :cosch-sin20~dgo2+sin2(p~cos20-d02+2-cosgo-sincp-cos@-sin@-dgo-d0

Addieren wir schon mal die Gleichungen (7) und (8), so fallen bereits diverse Terme weg (
cos? + sin? = 1):

dz? + dy? = [cos2 ¢ - (cos® 0 + sin’ 0)] -dp? + [sin2 @ - (sin” @ + cos” 6)| - d#?
dz? + dy? = cos’ @-de? + sin’ @ - do?
Addieren wir nun noch dz? = sin’ ¢ - dp? aus (6) erhalten wir die Metrik:
ds? = do? + dy? + dz? = (cos” ¢ + sin” ) - dp? + sin” ¢ - d6?
So erhalten wir schliesslich dasselbe Resultat wie bei (3):
ds? = dg? + sin® ¢ - d6? Metrik der Kugeloberfliche

Der entsprechende Metrik-Tensor der Kugeloberflache kann direkt abgelesen werden:
1 0 dy
= da™ = =
(9mn) (0 sin’ go) ( do )
ds? = Imn da™ da™

Weitere Informationen

» Vergleich verschiedener 2D-Metrik-Tensoren
» Metrik-Tensor eines 2D-Polarkoordinatensystems
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Vergleich verschiedener 2D-Metrik-Tensoren

Ich vegleiche hier die bisher hergeleiteten 2D Metrik-Tensoren miteinander und diskutiere deren
Eigenschaften.

Kartesische Koordinaten Polar-Koordinaten Kugeloberflache
(flacher 2D-Raum) (flacher 2D-Raum) (gekrimmter 2D-Raum)

@)= (3 V) =6 @) =(5 %) @)= (g o)

Allen drei Tensoren ist gemein, dass die Elemente neben der Hauptdiagonalen Null sind. Das bedeutet,
dass bei allen diesen Koordinatensystemen die Koordinatenachsen jeweils einen rechten Winkel
bilden.

Was zudem auffallt ist, dass man den beiden letzten Metrik-Tensoren nicht ansieht, ob die Metrik ein
flacher oder gekrimmter Raum ist!

Mathematisch scheint es also keinen prinzipiellen Unterschied zwischen einem gekriimmten
Koordinatensystem im falchen Raum und einem Koordinatensystem in einem gekrimmten
Raum zu geben!

Hinweis: In einem gekrimmten Raum kann man nie von einem flachen (euklidischen)
Koordinatensystem sprechen, da kein solches System fur gekrimmte Raume gefunden werden kann.
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Inverse des Metrik-Tensors

Der Metrik-Tensor kann als Matrix geschrieben werden und hat eine entsprechende Inverse. Diese ist
wiederum ein Tensor mit bestimmten Eigenschaften.

Tensoren mit zwei Indizes wie der Metrik-Tensor kdnnen als Matrizen dargestellt werden:

911 912 Y13
(gmn) = 921 G922 9o3
931 932 Ys3

Der Metrik-Tensor ist symmetrisch, d.h. 9i; = 9> und er hat eine Inverse.

Wenn es zu einer Matrix G eine Inverse G~1 gibt, kann man die beiden Matrizen miteinander
multiplizieren und man erhalt die Einheitsmatrix I:

Gl-g=1I

In der Tensor-Schreibweise wird die Einheitsmatrix mit dem Kronecker-Delta §]"* dargestellt, welches

ebenfalls ein Tensor ist:

(0n') =

oS O =
o = O
= o O

Man kann den Metrik-Tensor g und seine Inverse g~! wiefolgt als Matrix-Multiplikation in Tensor-
Schreibweise hinschreiben:

(gmr)_l (gn) = (™) (grn) = (67")

Definition: Die Invers-Matrix g’1 definiert einen Tensor mit kontravarianten Komponenten, wenn die
Matrix g aus kovarianten Komponenten besteht und umgekehrt!

Diese Art der Index-Kontraktion stellt also eine Matrix-Multiplikation dar. Das Resultat ist wiederum eine

Matrix, ein Tensor mit zwei Indizes.

Die Inverse des Metrik-Tensors ist also definiert als jenes Matrix-Objekt mit kontravarianten
Komponenten, welches multipliziert mit dem Metrik-Tensor mit kovarianten Komponenten auf die in (4)
gezeigte Art als Resultat das Kronecker-Delta ergibt.
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Da der Metrik-Tensor g™ mit kontravarianten Indizes immer die Inverse des Metrik-Tensors g;,,,, mit
kovarianten Indizes ist (und umgekehrt), schreibt man flr den inversen Metrik-Tensor nicht g’l,
sondern einfach g mit den entsprechenden kovarianten oder kontravarianten Indizes:

gmr 9rn = 677?

Die beiden Metrik-Tensoren g™ und g,,, sind zu einander Inverse! Ist der eine bekannt, kann der
andere berechnet werden. Sie reprasentieren dieselbe Information Uber die Metrik!

Inverse des Metrik-Tensors von Polarkoordinaten

Am Beispiel von Polarkoordinaten wollen wir die Inverse des Metrik-Tensors berechnen. Siehe Metrik-
Tensor eines 2D-Polarkoordinatensystems fur die Herleitung der Metrik und des Metrik-Tensors.

Die Metrik in 2D-Polarkoordinaten ist definiert als:
ds? = dr? + r% d6?

Der zugehorige Metrik-Tensor ist:

@)= (5 %)

Die Inverse dieser Matrix kann praktisch abgelesen werden:

(") = (3 1/0'r2)

Multipliziert man diese beiden Matrizen, so erhalt man die Einheitsmatrix bzw. das Kronecker-Delta:

6= (5 10a) (5 2)=(5 1) =6m
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AR: Rechnen mit Tensoren

In der Tensor-Algebra geht es um Tensoren mit hochgestellten und tiefgestellten Indizes, deren
Transformationseigenschaften und den Metrik-Tensor, mit dessen Hilfe die Indizes manipuliert

werden kénnen.

» Tensor-Arithmetik » Raumzeit-Tensoren

» Tensor-Kontraktion * Neu
* Index-Manipulation per Metrik-Tensor
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Tensor-Arithmetik

Weil Skalare und Vektoren Subklassen von Tensoren sind ist zu erwarten, dass Tensoren den selben
bekannten Rechenregeln fur Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division folgen. Dies stimmt
meistens, jedoch mit einigen Anderungen und Einschrankungen. Tensoren zeigen zudem neue
Eigenschaften, die es bei Skalaren und Vektoren nicht gibt.

Null-Tensor

Wenn bei einem beliebigen Tensor Z alle Komponenten Null sind, spricht man vom Null-Tensor:
ZMh =0 Null-Tensor

Die Komponenten des Null-Tensors sind in allen Koordinatensystemen Null. Dies folgt aus der Art
wie Tensoren transformiert werden:

m a s
Zv(y) = ?,ir 3; - 2 (x)

Wenn also hier alle Komponenten des Tensors Z;'jjj(x) Null sind, kbnnen sie auch in allen anderen
Koordinatensystemen nur Null sein, da Null mal etwas immer Null ergibt.

Gleichheit von Tensoren

Wenn zwei Tensoren in einem bestimmten Koordinatensystem gleich sind, d.h. vom selben Typ sind
und identische Komponenten haben, so sind sie in allen Koordinatensystem gleich. Wenn also gilt
dass:

Apn(x) = Bpy(x)

dann kann man auch schreiben:

Apn(x) — B (x) =
Ay — By Ap— By, A3 — By
Ay — By Ay — By, Ay — By | =
Agy — By; Agy — Bsy, Az — By

o o o

o o o

o o o
I
o

Rechts steht O fiir den Null-Tensor. Da der Null-Tensor in allen Koordinatensystemen Null ist gilt
auch, dass die linke Seite der Gleichung in allen Koordinatensystemen Null ist. Das heisst aber
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nichts anderes als dass zwei gleiche Tensoren in allen Koordinatensystemen gleich sein missen!

Beachte: Die Komponenten von A, und B,,, kénnen in verschiedenen Koordinatensystem
unterschiedlich sein. Aber in einem bestimmten Koordinatensystem sind die Komponenten der
beiden Tensoren jeweils identisch.

Wenn in einer Tensor-Gleichung fiir ein bestimmtes Koordinatensystem bewiesen ist, dass
die linke Seite des Gleichheitszeichens gleich der rechten Seite des Gleichheitszeichens ist,
dann gilt diese Gleichheit fur alle Koordinatensysteme!

Dies ist eine der wichtigsten Eigenschaften von Tensoren und Tensor-Gleichungen! Die Gleichheit
von Tensoren ist eine geometrische Eigenschaft, die nicht von einem Koordinatensystem abhangig
ist! Die Komponenten von Tensoren jedoch sind abhangig vom gewahlten Koordinatensystem.

Addition und Subtraktion

Zwei Tensoren kdnnen nur dann addiert oder subtrahiert werden, wenn sie vom selben Typ sind. Der
Tensor-Typ bestimmt Rang, Dimension und Komponenten-Art eines Tensors.

Wenn zum Beispiel A7*" und B]™ beides Tensoren sind, dann ist auch die Summe der beiden ein
Tensor:

Die Reihenfolge der Addition spielt keine Rolle (Kommutativgesetz).

Die Subtraktion folgt den selben Regeln wie die Addition. Die entsprechenden Tensoren missen
also auch bei der Subtraktion vom selben Typ sein:

mn __ Amn mn
D™ — A™™ _ B

Multiplikation

Um zwei Tensoren miteinander zu multiplizieren, werden sie einfach zu einem neuen Tensor
zusammengeflgt, indem alle unabhangigen Indizes in ihrer entsprechenden Position kombiniert

werden:

abc pfg __ pabcfg
T thkl =P dehgkl

Achtung: Die Reihenfolge der Multiplikation von Tensoren spielt eine Rolle. Bei der Tensor-
Multiplikation gilt das Kommutativgesetzt generell nicht. Ausnahme: Multiplikation mit einem Skalar!
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Division
Die Division eines Tensors durch einen anderen ist nicht generell méglich. Die einzige Ausnahme ist

die Division eines Tensors durch einen Skalar. In diesem Fall wird der Tensor einfach neu skaliert,
indem jede Komponente des Original-Tensors durch den Skalar dividiert wird.

Assoziativgesetz

Die Addition und Multiplikation von Tensoren sind assoziativ:

T™ (R S,) = (T™ R") §, = P

a-(b-T")=(a-b)-T™

Kommutativgesetz

Tensoren kommutieren generell nicht. Ausnahme: Multiplikation mit einem Skalar.
Das Kommutativgesetz gilt jedoch fir die Addition:

A"+ B™ =B"™ 4+ A™
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Tensor-Kontraktion

Tensor-Kontraktion oder Tensorverjlingung bedeutet, einem kontravarianten und einem
kovarianten Index eines Tensors den selben Namen zu geben und Uber diesen Index zu summieren
(Einsteinsche Summenkonvention). Dieses Zusammenflihren von Indizes ist eine Operation auf
Tensoren, die wiederum einen Tensor aber mit niedrigerem Rang erzeugt.

Beispiel mit einem einfachen dreidimensionalen Tensor vom Rang 2:
Tw=T +T}+T2 =S

Diesen Tensor T”' kann man als Matrix betrachten und die Tensor-Kontraktion entspricht dem
Berechnen der Spur der Matrix. Aus diesem Grund wird die Abbildung auch Spurbildung genannt.

Das Resultat dieser Operation ist hier ein Skalar S. Um nachzuweisen, dass S ein Skalar ist,
wenden wir die Regel fir die Transformation eines Tensors mit gemischten Indizes an:

oy™ ox® . Transformation Tensor mit gemischten
Ts (x)

T (y) =
) oz Oy" Indizes

Nun setzen wir n = m und schauen was dabei herauskommt:

_oy™ Oz . . Oz
= B oy L *) = 5

T (y) - T7(x) = 6 TI(x) = T2 (x)

Die Terme Oy™ kiirzen sich weg. Der verbleibende Teil Ox®/0x" ergibt das Kronecker-Delta §?,
denn 3:1:3/0:1:’" ist 1, wenn 7 = s ist und Null in allen anderen Fallen, weil die verschiedenen
voneinander unabhéngige Basisvektoren sind.

Das Kronecker-Delta auf einen Tensor angewandt bedeutet einfach, dass man die Indizes des
Tensors zusammenfiihren soll wie in (3) ganz rechts gezeigt. Man pickt mit dem Kronecker-Delta
quasi nur jene Tensor-Elemente heraus, welche die selben Indizes haben und summiert diese.

Wir erhalten also:
TR(y)=Ti(x) = T +T;+T3=3S8

Links steht ein Tensor im Y-Koordinatensystem und rechts einer im X-Koordinatensystem. Diese
spezielle Kombination hangt also nicht davon ab, welches Koordinatensystem wir benutzen! Was
resultiert ist in diesem Fall ein Skalar, also ein Tensor ohne Indizes.
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Kontraktion von Tensoren mit mehreren Indizes

Far kompliziertere Tensoren mit vielen Indizes funktioniert die Tensor-Kontraktion entsprechend:

mnop __ op
I

rsm

Die zusammengefiihrten Indizes (hier m) verschwinden beim Summieren. Das Resultat ist in jedem
Falle wieder ein Tensor, was wie in (3) gezeigt bewiesen werden kann.

Ein Anwendungsbeispiel in der allgemeinen Relativitatstheorie ist die Kontraktion des riemannschen
Krimmungstensors zum Ricci-Tensor:

ijk ijk

Riemannscher Krimmungstensor

wobei R!
ijk

Ricci-Tensor

Rik

Skalarprodukt als Tensor-Kontraktion

Ein einfacher Tensor von Rang 2 kann aus zwei Vektoren gebildet werden:
r=V"Ww,
Wenn wir hier die Indizes zusammenfuhren erhalten wir das Skalarprodukt der beiden Vektoren:

" =V" W, =V'W, +V*W, + VW,

Index-Kontraktion mit dem Metrik-Tensor

Der Metrik-Tensor hat eine geometrische Bedeutung: Er stellt eine 2
Beziehung zum Abstand benachbarter Punkte her. Damit sind hier
infinitesimal kleine Abstédnde zwischen Punkten gemeint, sog.

differenzielle Abstande ds:
ds® = dz™ dz" gymn(x) = dz™ dz,,

infinitesimaler Abstand zweier benachbarter
Punkte

wobei ds

dz™,dz™ = kontravariante Differentiale
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gmn(X) = Metrik-Tensor im X-Koordinatensystem

Dies ist ein Spezialfall der Regel der Index-Kontraktion. Die Indizes m und n werden
zusammengezogen. Es bleiben keine Indizes Ubrig! Das Resultat ist also ein Skalar.
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Index-Manipulation per Metrik-Tensor

Durch Multiplizieren mit dem Metrik-Tensor kbnnen Tensor-Indizes hoch- und tiefgestellt werden,
also kontravariante Komponenten eines Tensors in kovariante Komponenten umgewandelt werden
und umgekehrt (siehe Kovariante und Kontravariante Komponenten).

Vo =V"™ gmn Index tiefstellen

V=V, g™ Index hochstellen

Bei V™ und V,,, handelt es sich um den selben (physikalischen) Vektor 17 jedoch einmal mit
kontravarianten Komponenten und einmal mit kovarianten Komponenten ausgedrtckt. Zwischen den
beiden Komponenten-Darstellungen kann also mittels des Metrik-Tensors und seiner Inversen
umgerechnet werden.

Jeder Tensor hat somit mehrere Identitédten. Sie unterscheiden sich nur durch den Gebrauch von
kontravarianten oder kovarianten Komponenten bzw. zwischen hochgestellten und tiefgestellten
Indizes. Zwischen diesen Darstellungen kann mit Hilfe des Metrik-Tensors gewechselt werden. Dies
gilt auch fur Tensoren vom Rang grésser als 1:

Wenn wir zum Beispiel den ersten Index des Tensors 1, hochstellen wollen, so geht das wiefolgt:
Tmn — gmr Tfrn

Auch hier gilt: Die Komponenten von T, und T, sind nicht die selben! Die beiden Tensoren
reprasentieren jedoch das selbe Objekt!

Anwendung: Lange eines Vektors berechnen

Gehen wir von einem 2
'y e
kleinen Vektor ds aus, der T
in Tensor-Schreibweise als o, W E
m - F1ds ; 2 ds
dz™ mit kontravarianten i daz” [y :
Komponenten el | ) :
geschrieben werden kann: ST At
il

dz™ = dz' - €, + dz?® - €,

wobei  €;,€, = Einheitsvektoren (Vektoren der Lange 1) in Richtung ; bzw. z,
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Wir kdnnen den selben Vektor jedoch auch mit Hilfe des Metrik-Tensors mit kovarianten
Komponenten beschreiben:

dz,, = gmn dz"

Wie z.B. hier gezeigt kdnnen wir daraus einen neuen Tensor durch Multiplizieren bilden:
T, =dz™ dz,

Was passiert nun, wenn wir diesen Tensor kontrahieren?
™, =d2™ dz,,, = S

Durch die Tensor-Kontraktion erhalten wir einen Skalar .S, der transformations-invariant ist. Wir
kénnen den kovarianten Vektor noch durch (5) ausdriicken und erhalten damit:

S =dz™ dz" g
Dieser Skalar S ist nichts anderes als das Quadrat ds? der Lange des Vektors ds:
ds® = dz™ dz" gpmn = dz™ dz,,, = dz,, dz, g™ Distanz-Formel

Dies ist das Grundprinzip des Metrik-Tensors! Beachte, dass g™" die Inverse des Metrik-Tensors

9mn ist!

Weitere Informationen
» Metrik-Tensor

* Inverse des Metrik-Tensors
» Kovariante und Kontravariante Komponenten
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Raumzeit-Tensoren

Tensoren kénnen nicht nur aus rdumlichen Komponenten bestehen, sondern auch eine zeitliche
Komponente haben. Hier zeige ich, dass sich bei der Tensorrechnung nichts grundlegend andert,
wenn man den Ubergang von Raum zu Raumzeit vollzieht.

Voraussetzungen und Konventionen

Die Spezielle Relativitéatstheorie von Einstein fuhrt die Idee der Raumzeit ein. Um die folgende
Beschreibung zu verstehen, wird ein grundlegendes Verstandnis von Lorenz-Transformationen
vorausgesetzt.

In der Physik wird oft in Einheiten gerechnet, in denen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt wird.
Die Konstante ¢ dient als Umrechnungsfaktor zwischen Raum und Zeit:

rz=ct

wobei x = raumliche Koordinate mit LAngen-Einheiten
t = zeitliche Koordinate mit Zeit-Einheiten
¢ = Lichtgeschwindigkeit: ca. 300'000 km/s

Man kann die Einheiten von Raumzeit-Koordinatensystemen immer so wahlen, dass ¢ = 1 ist,
wodurch Diagramme und Formeln einfacher werden. Dies nicht so zu machen wére gleich
unpraktisch, wie fir jede Raumkoordinate eine andere Einheit (Meter, Fuss, Inches) zu verwenden,
wodurch in allen Formeln entsprechende Umrechnungsfaktoren eingeflihrt werden missten, analog

zuc + 1

Ubergang von Raum zu Raumzeit

Wir beschréanken uns zunachst auf rechtwinklige kartesische 2
Koordinatensysteme im flachen Raum. Diese Koordinatensysteme
kdnnen gegeneinander verschoben oder rotiert sein. Sie haben alle die

Eigenschaft, dass bei der Transformation von einem Koordinatensystem
in ein anderes das Langenelement ds? den selben Wert beibehalt £
(Invarianz):

ds® = (dz')? + (dz?)? + (dz®)?

Der Metrik-Tensor gy, in solchen kartesischen Koordinatensystemen ist immer gleich dem
Kronecker-Delta d,,,. Damit kann diese Metrik auch folgendermassen geschrieben werden:
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ds® = gmp dz™ dz" = 6,y dz™ daz™

Far mehrdimensionale Rdume werden einfach entsprechend mehr Therme fUr jede zusatzliche
Dimension angehangt.

Beim Ubergang von Raum zu Raumzeit wird neben den drei
Raumkoordinaten eine vierte Zeit-Koordinate eingeflihrt. Raumzeit hat
also 4 Koordinaten - sie bilden zusammen einen 4-dimensionalen Raum.
Ein Raumzeit-Vektor hat also 4 Komponenten: eine davon entspricht der
Zeit, die anderen 3 sind Raumkoordinaten.

In der Speziellen Relativitatstheorie gibt es eine zu ds analoge invariante Grésse: die Eigenzeit dr:
dr? = dt’ — [(dz')? + (dz?)? + (dz®)’] c=1

Im Gegensatz zu (2) bleibt bei der Lorenz-Transformation der Speziellen Relativitatstheorie nicht die
Summe der Quadrate invariant, sondern die Quadrate der Raum-Koordinaten missen vom Quadrat
der Zeit-Koordinate subtrahiert werden! Diese Invariante d7 nennt man Eigenzeit (engl: proper
time).

Wenn man mit Einheiten rechnen will, in denen die Lichtgeschwindigkeit ¢ # 1 ist, so sieht (4)
wiefolgt aus:

(dz')? + (dz?)? + (dz3)?

c2

dr? = dt® —

Raumzeit-Transformationen (Lorenz-Transformationen) sind gekennzeichnet dadurch, dass sie die
obige Metrik bewahren! Diese Metrik stellt die Eigenzeit d7 dar, im Gegensatz zum raumlichen
Abstand ds bei reinen raumlichen Transformationen. Lorenz-Transformationen sind also jene
Transformationen von einem Koordinatensystem zu einem anderen, in welchen d7?in allen
Koordinatensystemen den selben Wert hat!

Notation von Raumzeit-Tensoren

Indizes von rein rdumlichen Tensoren werden mit lateinischen Buchstaben geschrieben. Fir Indizes
von Raumzeit-Tensoren werden grichische Buchstaben verwendet:

Raum-Koordinatensysteme Raumzeit-Koordinatensysteme

™ = (2!, 2%, ) ' = (2°, 2, 2%, z%) ‘ z =1t
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Die erste Komponente bei Raumzeit-Vektoren ist immer die Zeit-Komponente: x’ = t. Weitere
raumliche Komponenten werden bei Bedarf einfach hinten angefligt (z.B: in der String-Theorie).

Mit dieser Notation kann die Tensor-Schreibweise der Metrik praktisch beibehalten werden:

Raum-Koordinatensysteme Raumzeit-Koordinatensysteme
(Euklid-Koordinaten) (Minkowski-Koordinaten)
ds® = g (x) dz™ dz” dr? = g, (x) dz* dz”

Der Term (x) von gmn(x) bzw. g, (x) weist darauf hin, dass die Komponenten des Metrik-Tensors
bei gekrimmten Koordinatensystemen oder gekrimmten Raumen Funktionen der Position bzw. der
Raumzeit-Position sind.

Wie sieht ein solcher Metrik-Tensor aus? Vergleichen wir der Einfachheit halber den Metrik-Tensor in
ungekrimmten Koordinaten/Raumen. In (3) haben wir gesehen, dass in diesem Fall der Metrik-
Tensor gleich dem Kronecker-Delta entspricht. In Minkowski-Koordinaten existiert ein analoger
Metrik-Tensor:

] Raumzeit-
Raum-Koordinatensysteme

. _ Koordinatensysteme
(Euklid-Koordinaten)

(Minkowski-Koordinaten)

1 0 0 0 Metrik-
1 0 O .
s —lo 1 o0 - 0 -1 O 0 Tensor im
m 00 1 we 0 0 —1 0 flachem
0 O 0 -1 Raum

Das dem Kronecker-Delta entsprechende 7),,,, wird Eta-m0-nt ausgesprochen.

Ubergang zu gekrimmter Raumzeit

Was passiert mit (4), wenn wir gekrimmte Koordinaten oder gekrimmte Raumzeit einfiihren?
Betrachten wir zuerst den einfachsten ungekrimmten Fall. Wenn wir Eta in (7) einsetzen und
ausmultiplizieren erhalten wir die Formel (4):

dr? = 1, dz* dz” = (dz°)® — (dz')? — (dz?)® — (d=*)?

In gekrimmten Koordinaten/Raumzeit ist der Metrik-Tensor g,“,(x) komplizierter und in der Regel
sind die Komponenten keine Konstanten, sondern Funktionen der Raumzeit-Position. Entsprechend
komplizierter sieht (7) in so einem Falle ausmultipliziert aus. Das Prinzip bleibt aber das selbe.
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Eigenwerte des Metrik-Tensors

Die wesentlichen Eigenschaften des Metrik-Tensors (Symmetrie usw.) gelten auch in der
Relativitatstheorie. In 3D-Raum-Systemen hat der Metrik-Tensor jedoch immer 3 positive
Eigenwerte, wahrend in der 4D-Raumzeit der Metrik-Tensor immer einen positiven und 3 negative
Eigenwerte hat!

Zusammenfassung

Praktisch alles was bisher Uber Tensoren und deren Transformations-Eigenschaften gesagt wurde,
gilt auch fir Raumzeit-Tensoren. Die Unterschiede sind die zusatzlichen Zeit-Komponenten und die
Verwendung griechischer statt lateinischer Indizes.

So ist die Transformation eines kontravarianten Raumzeit-Vektors z.B. folgendermassen definiert
(vergleiche mit Transformation kontravarianter Tensoren):

ayll

ozt

Viy) = o= V(%)
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